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1 Question Q1 - Logique et inégalité

4 R
Enoncé. Soit la proposition

1
P: «VaeRi, a+-2>2».
a

Donner la négation et le tableau de vérité de la proposition P.
. J

1. Compréhension de la proposition

L’ensemble R désigne I'ensemble des réels strictement positifs :

R* =]0, +o0].

La proposition P affirme donc que, pour tout réel a > 0, 'inégalité

1
at+—>2
a

est vérifiée.

2. Négation de la proposition

La regle logique fondamentale est :

ﬂ(Vﬂc €k, Q(a:)) <= dz € E tel que =Q(x).

Ici,
1
Qa): a+->2.

a
La négation de l'inégalité X > 2 est X < 2. Par conséquent,

1
-P: daecRy telquea+ - <2
a

Autrement dit, nier P consiste a affirmer qu’il existe au moins un réel strictement positif pour
lequel la somme a + 1/a est strictement inférieure a 2.

3. Détermination de la valeur de vérité de P

Pour a > 0, on a toujours
(a—1)*>0.

Développons :
a*—2a+1>0.

Comme a > 0, nous pouvons diviser les deux membres par a sans changer le sens de 'inégalité :

2 _
a 2a—|—1>

0.

a
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Donc ]
a—24+—-2>0,
a

puis

1

a+ - > 2.
a

Cette démonstration est valable pour tout a € R7.. La proposition P est donc vraie.

L’égalité se produit exactement lorsque

¢’est-a-dire lorsque

4. Tableau de vérité

Une proposition et sa négation ont toujours des valeurs de vérité opposées :

P -P
Vraie Fausse
Fausse Vraie

Dans le cas présent, puisque P est vraie, on obtient :

P -P

Vraie Fausse

r Y

Réponse finale a Q1

1
—P: Jda € R} tel que a + — < 2.
a

La proposition P est vraie, et sa négation est fausse.
\ J
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2 Question Q2 - Dénombrement d’un code bancaire

Enoncé. Le code confidentiel d’une carte bancaire est constitué d’un nombre de quatre
chiffres non nuls. Combien y a-t-il de codes contenant une fois, et une seule, le chiffre 17

1. Chiffres autorisés

Chaque chiffre du code doit étre non nul. Les chiffres possibles sont donc
1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Il y a ainsi 9 chiffres possibles pour chaque position avant d’imposer la condition portant sur le

chiffre 1.

Nous voulons que le chiffre 1 apparaisse exactement une fois.

2. Choix de la position du chiffre 1

Le code comporte quatre positions :

Le chiffre 1 peut étre placé :
— en premiere position ;
— en deuxieme position ;
— en troisieme position ;
— en quatriéme position.

Il y a donc

()-

facons de choisir la position occupée par 'unique chiffre 1.

3. Remplissage des trois autres positions

Une fois la position du chiffre 1 choisie, chacune des trois autres positions doit contenir un
chiffre :

— non nul;
— différent de 1, afin que le chiffre 1 n’apparaisse pas une seconde fois.

Les choix possibles sont donc
2,3,4,5,6,7,8,9,

soit 8 possibilités par position.

Les répétitions sont autorisées. Par exemple, les codes 1222, 2321 ou 5551 respectent bien la
condition. Les choix effectués aux trois positions sont indépendants ; leur nombre est donc

8 x 8§ x 8 = 83,

4
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4. Application du principe multiplicatif

Nous multiplions :

4 X 83 =4 x 512 = 2048.
~~

position du chiffre 1  trois autres chiffres

On peut également vérifier le résultat en distinguant les quatre cas :
labe, albc, able, abcl,
ol chacun des symboles a, b, ¢ peut prendre 8 valeurs. Chaque cas fournit 8 = 512 codes, d’ou

4 x 512 = 2048.

Vs

Réponse finale a Q2
2048

Il existe exactement 2048 codes de quatre chiffres non nuls contenant une fois, et une

seule, le chiffre 1.
o

>
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3 Question Q3 - Nombres complexes et somme trigono-

métrique

( A

Enoncé. On considére

Zzeg, a=z+22+ 2, b— 2 2P
Sachant que a +b = —1 et b = a, déterminer
S = cos (27T) + cos (47T> + cos (87T>
- 7 7 7))

. J

1. Mise en relation de S avec le nombre complexe a

La formule d’Euler donne, pour tout réel 6,

e = cosf + isin#.

Comme

on a successivement

et
2= e = cos <87T) + 1sin (87T>
7 A

En additionnant ces trois égalités, nous obtenons

a=z+2242"
= {COS (27r> + cos <47r> + cos (87Tﬂ
N 7 7 7
+1 {sin (27T> ~+ sin <47r) + sin (&r)}
7 7 7 )

La partie réelle de a est donc précisément la somme demandée :

S = Re(a).

2. Utilisation de la relation de conjugaison

L’énoncé donne
b=a.

En conjuguant les deux membres, on obtient

b=a.

6
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La relation a + b = —1 devient alors

a+a=-—1.

Or, pour tout nombre complexe a = x + 7y,

a=x—1y
et donc
a+a=(zr+1iy)+ (x —iy) = 2z = 2Re(a).
Ainsi,
2Re(a) = —1.
En divisant par 2, il vient
1
R =——.
ofa) =~
Puisque S = Re(a),
1
S=—-.
2
3. Vérification directe de la relation a + 6 = —1
Le nombre z = €7/7 est une racine septieme de 1'unité :
LT tim

De plus, z # 1. La somme géométrique donne alors

27 —1

I+ 24224283424 4+59+5="20 " =0.

z—1

Par conséquent,
2+ A= -1

Or
a+b=(z+22+2")+ (2 +2°+2°,

donc
a+b=—1,

ce qui confirme la donnée de I’énoncé.

4. Vérification de la relation de conjugaison

Puisque |z| =1, on a

car 2" = 1. Plus généralement,

Ainsi, -
b=+ +5=2112212=q.

7
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La seconde donnée est donc également cohérente.

Réponse finale a Q3

8
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Résumé des réponses

Question Réponse finale

1
Q1 —P: da € R} tel que a + — < 2. La proposition P est vraie.
a
Q2 Le nombre de codes est 4 x 8% =|2048 |.
1
Q3 S =Re(a) = —5t

Document rédigé avec toutes les étapes de raisonnement et de démonstration.
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Correction détaillée des questions Q4 a Q7
Concours d’acces & TENSAM-Meknes et & PTENSAM-Casablanca

Epreuve de mathématiques - Filieres Sciences Mathématiques A et B - 2015

Q4 - Nombres complexes et rotation

Enoncé. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct, on considére les points
A, B et C d’affixes
a=2, b=—1+iV3, c=—1—14V3.

Donner la forme trigonométrique de

cC—a
z =
b—a’

et en déduire 'angle 6 de la rotation qui transforme B en C.

1. Calcul des différences d’affixes

On a
c—a=(-1-iV3)—2=-3—-iV3
et
b—a=(-1+iV3)—2=-3+iV3.
Ainsi,
L —3—1iV3
—3+1iV/3

2. Calcul du module de z

Le module d'un quotient est le quotient des modules :

|c = a

2l ==y

Or

e —al = /(=3)2 + (V32 = VO 1 3= V12 =2V3,

et de méme

Par conséquent,

1
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3. Calcul d’un argument de z

Le nombre b — a = —3 + i1/3 se situe dans le deuxieme quadrant. Son angle de référence vaut
/6, car
. <7r> 1 V3
an (=) =—==|—|.
6 V3 |3
Donc 5
arg(b—a) =7 — T_or (mod 27).
6 6
Le nombre ¢ — a = —3 — i1/3 se situe dans le troisiéme quadrant. On peut choisir
T Tm
arg(c—a)=7m1+ — = — (mod 27).
6 6
Alinsi,
7 5
arg(z) = arg(c — a) —arg(b — a) = g - % = g (mod 2r).

Comme |z| = 1, la forme trigonométrique de z est

(5) 1 (3)
= COS | — — .
z 3 781N 3

Donc également

4. Interprétation géométrique

La relation

e
b—a

signifie que le vecteur B est obtenu a partir du vecteur /@ par une rotation de centre A et
d’angle 6, puisque le quotient a pour module 1.
Ici,
e — i3,
d’ou

0= g (mod 27r).

L’angle principal de la rotation est donc /3, soit 60°.

( R
7r LT 1 V3
Z—Cos(s)“Sl“(s)—g“z
ngrad:60°
\ J
2

+2 I 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor e MOULKTZ/;CE MDU»UM@



www.allscapschool.com
Concours ENSAM 2015 - Mathématiques Correction détaillée Q4 a Q7

Q5 - Résolution d’une inéquation trigonométrique expo-
nentielle

Enoncé. Résoudre dans R I'inéquation
geosz 4 3c0s(7r—z) +1< 2\/§

1. Utilisation d’une identité trigonométrique

On sait que
cos(m — x) = —cos .

L’inéquation devient donc
Scosx+3—cosm+1 S 2\/§

Posons
t — 3COSI'
Comme une puissance de base positive est strictement positive, on a ¢ > 0. De plus,
g—cosr _ 1 _ }
- Jeos - t

L’inéquation équivaut alors a
1
t+-+1< 2V/3,

soit ]
t+¥§2\/§—1.

2. Réduction a une inéquation du second degré

Puisque ¢ > 0, on peut multiplier les deux membres par ¢ sans changer le sens de I'inégalité :

24+ 1<(2vV3 - 1)t
Alinsi,

2 —(2V3-1)t+1<0.

Calculons le discriminant :

A= (2vV3-1)?—4.
Or

(2v3—-1)2 =12 —4V/3+1 =13 — 4V/3,

donc

A=13—-4V3—4=9—4V3.

C2V3-1-4/9-4V3 C2v3-1+4/9-4V3
tl - 9 ) t2 - 92 .
Elles sont positives, avec t; < to. Le coefficient de t? étant positif, le trindme est négatif ou nul
entre ses deux racines. Par conséquent,

Les deux racines sont

t1 <t <t
On remarque aussi que le produit des racines vaut 1, donc
1
tita =1 et ainsi t1 = —.
to
3
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3. Retour a cosxz

Comme t = 3°*% et que la fonction u — 3" est strictement croissante, on obtient

logs(t1) < cosz < logs(ta).

a = log,(ty) = log;, (2\/5_ Lry9- 4\/§) :

Posons

2
Puisque t; = 1/t5, on a
logs(t1) = —logs(t2) = —av.
L’inéquation est donc équivalente a

—a < cosz < .

Numériquement,
a ~ 0.6087,

et on a bien 0 < a < 1.

4. Résolution trigonométrique complete
Posons

[ = arccos(«).
Comme 0 < o < 1,0on a0 < < 7/2. Sur une période [0, 27] :

— la condition cosx < « donne x € 3,27 — ] ;
— la condition cosz > —« donne

zel0,m—plUlr+p,2n].
En intersectant ces deux ensembles, on obtient sur [0, 27] :

velf,m—plUr+p,2m = f.

Par périodicité de la fonction cosinus, la solution générale est

S = ([8+2kn, 7 — B+ 2kn] U[r + B + 2k, 21 — B + 2kx])

kEZ
ou
2¢v/3 -1 9—4+/3
8 = arccos [10g3 ( V3 +2\/7\/_>] )
( 7\
En posant
2v/3—1 9 —4+/3
B = arccos [10g3 ( v3 +2\/7\/_>] ,
on obtient
S=J ([B+2km,m— B+ 2kn|U[r+ B+ 2km,2m — B+ 2kn]).
kEZ
~ J

4
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Q6 - Calcul d’une limite

Enoncé. Calculer )
e’ —cosx

222

lim f(x),  flz) =

x—0

La substitution directe donne une forme indéterminée 0/0. Nous allons transformer I'expression
pour utiliser deux limites usuelles, sans recourir a un développement limité.

1. Décomposition du numérateur

On écrit

Ainsi,

2. Limite du premier terme

Posons u = x2. Lorsque z — 0, on a u — 0. Alors

2

er —1_16“—1
22 2

Or la limite fondamentale de la fonction exponentielle est

|
lim € =1.
u—0 u
Donc )
e =1 1
lim = —
z—0 22 2

3. Limite du second terme

On utilise I'identité .
1 — cosz = 2sin? <2) .

Alors
l1—cosz  2sin*(z/2) sin*(z/2)
20w2 212 - x2
Ecrivons 9
sin’(z/2) 1 (sin(z/2)
x? 4 x/2 '
Comme }
lim sinv 1,
v—=0
on obtient
I 1 —cosz B 1
290 202 4
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4. Conclusion

Par somme des limites,

1 1 3
]_' = — _ = —
@) =5+ 1=
e —cosz 3
lim = —
e=0 212 4

6
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Q7 - Continuité en zéro

Enoncé. La fonction g est définie sur [0, +oo[ par

x Inz
=1 — 1 si
g(x) n<x+1) x—i—1+ six >0,

et
g(0) =a € R.

Déterminer a pour que ¢ soit continue sur [0, +o0[.

1. Principe de continuité en zéro

Pour z > 0, Pexpression définissant g(z) est composée de fonctions continues. La seule difficulté
se situe donc au point x = 0.

Pour que g soit continue en 0, il faut et il suffit que

lim g(z) = ¢(0) = a.

z—0t

Nous devons donc calculer la limite a droite de g en 0.

2. Simplification de ’expression

Pour x > 0,

In <xi1> =Inz —In(x 4+ 1).

Par conséquent,
Inz

g(x)=lnz—In(z+1) — + 1.

r+1
Regroupons les termes contenant Inx :

1
g(:c):(1—x+1)lnx—ln(aj—|—1)+1.
Or
1 _x—i—l—l_ T
r+1 z+1 41
Donc 1
zlnx
= —In(1 1.
o) = 8 —In(1+2) +

3. Etude de la limite de zlnz lorsque = — 0F

La forme x In z est indéterminée : x — 0 tandis que Inx — —o0. Posons

1
t=—.
x

Lorsque z — 07, on a t — 400, et

1 1 Int
rlnz=-In () =——.
t t t

7
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La croissance du logarithme est plus lente que celle de la fonction linéaire, donc

lim — =0
t——+oco
Alinsi,
lim zlnx =
z—0t
Comme = + 1 — 1, on en déduit
rlnx
= 0.
z—0+t x + 1

4. Calcul final de la limite

De plus,
lim In(1+2z)=1In1=0.

z—0t

Par conséquent,
lim g(zx) =0-0+1=1.

z—0t

Pour assurer la continuité en 0, il faut donc choisir

a=1.

Avec cette valeur, g(0) =1 = lim g(x), donc g est continue en 0, et par conséquent sur

z—0t
tout [0, +o00.

8
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Correction détaillée des questions Q8 a Q11

Epreuve de Mathématiques - Filiére Sciences Mathématiques A et B

Concours d’acces a TENSAM, session 2015

Question Q8

Enoncé. Soit

flz) = ln<1 + e‘x).

Déterminer la fonction réciproque f=1.

1. Domaine de définition et variations de f

Pour tout réel x, on a e > 0, donc
1+e*>1>0.
Ainsi, le logarithme est toujours défini et

D;=R.

Calculons la dérivée : .
_efx

!/
x) = = — )
fz) 1+e= e* +1
Comme e* + 1 > 0 pour tout z € R, on obtient

f'(z) <O.

La fonction f est donc strictement décroissante sur R.

2. Image de f

Lorsque  — +o00, on a e — 0, donc

lim f(z)=In(1) =0.

T—r+00
Cette valeur n’est jamais atteinte, car e~ > 0 implique 1 4+ e~* > 1, donc f(x) > 0.

Lorsque x — —o0, on a e™* — +o00, d’ou

i f(a) = o
Puisque f est continue et strictement décroissante, elle réalise une bijection de

R sur ]0,+o0l.

Par conséquent,
fol :]O, +OO[

1
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3. Expression de la fonction réciproque

Soit y > 0. Posons
y=f(z)=In(l+e").
En exponentiant les deux membres :

ey =14+e".

Donc
e =¢eY—1.

Comme y > 0, on a bien e — 1 > 0. En prenant le logarithme :
—z =1In(e’ — 1),

d’ou
r=—In(e’ —1).

En remplacant y par la variable usuelle x, on obtient

fHz) = —In(e* — 1), x > 0.

D1 =]0,+oc et f~'(x) = —In(e” — 1).

Question Q9

Enoncé. Déterminer la primitive F de la fonction

1

T —
zlnz

sur |1, +o0[ qui vaut 1 en e.
Sur 'intervalle |1, +o0[, on a z > 0 et Inxz > 0. La fonction est donc bien définie.

On reconnait une dérivée composée. En effet,

1
Inz) = ~.
(nz) ==
Par conséquent,
1 (lnz)
rlnz  Inz

Or, pour toute fonction strictement positive wu,

o
(lnu> = o

En prenant u(z) = Inz, il vient

1
/ dr =In(lnx) + C.
rlnx
Ainsi, toute primitive sur |1, 4o00[ est de la forme

F(z) =In(lnz) + C.

2

+2 I 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor e MOULKTZ/;CE MDU»UM/&



www.allscapschool.com
Concours d’acces a 'TENSAM - Mathématiques Correction détaillée Q8 a Q11

La condition F'(e) = 1 donne
Comme Ine=1etInl=0,0na

Donc

F(z) =In(lnz) + 1, pour tout = €]1, +o0|.

Question Q10

Enoncé. Calculer, en utilisant les sommes de Riemann, la limite de la suite

n n

unzzn2+k2'

k=1

1. Mise sous la forme d’une somme de Riemann

Pour chaque k € {1,...,n},

n n 1 1

Alinsi,
1 1
Up == 2
Wizl 4+ (%)
Posons
(2) = —
)= + 22

La fonction ¢ est continue sur [0, 1]. On reconnait alors la somme de Riemann associée a ¢ sur

Par le théoreme des sommes de Riemann,

2. Calcul de l’intégrale

1

1.2 est arctan . Donc

Une primitive de x —

L1
/0 W dr = [arctan x](l) = arctan(l) _ arctan((]),

Or
T

arctan(1l) = et arctan(0) = 0.

Par conséquent,
/1 1 d s
——dr = —.
o 1+ 22 4

3
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. ™
lim wu, = —
n—-+oo

Question Q11

Enoncé. Soit

f(z) = T2 arctan(z),

et Uy sa courbe représentative dans un repere orthonormé tel que I'unité graphique vaut 1 cm.
Calculer I'aire A de la surface délimitée par C; et les droites

1. Position de la courbe par rapport a I’axe des abscisses

Pour calculer une aire géométrique, il faut d’abord déterminer le signe de f sur [0, 1].
Posons

h(x) = arct -

(x) = arctan &

On a alors

Calculons la dérivée de h :

Par la regle du quotient,

< x )’_(1+x2)—2x2_ 1— 22
14+22)  (1+a22)?  (14a22)?
Ainsi,

1 1—2?

W(z) = - .
@) =135 (1+22)?

En réduisant au méme dénominateur :

1 2 (1 —2? 212
W () = +2° — (1 —2°) _ z°
(1 + 22)? (1 + 22)?
Donc
h'(x) >0

pour tout z € [0, 1]. La fonction h est croissante sur [0, 1]. De plus,
h(0) = arctan(0) — 0 = 0.

Par conséquent,
h(z) >0 sur [0,1].
Alinsi,
f(z) =—h(z) <0 sur|0,1].

La courbe C} est donc située sous I'axe des abscisses entre 0 et 1.

4
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2. Expression de ’aire

Puisque f(z) <0 sur [0, 1], I'aire géométrique cherchée est

A= [If@)de = [ f)d

Ainsi,

1 T
A= / (arctanx — ) dz.
0 14 22

1
3. Calcul de /o arctan x dx

Effectuons une intégration par parties avec

u = arctan x, dv = dzx.
Alors p
du = 733, =z.
14 22
Donc
x
/arctanxdx = garctanx — / dx.
1+ 22
Or |
T 2
/1+$2 dx = iln(l—l—x ).
Ainsi,

1
/arctanxdx = rarctanz — 3 In(1+ 2%).

Par conséquent,

1 1 S w1
/arctanxda:: rarctanz — —In(1+2°)| = — — =In2.
0 2 0 4 2
D’autre part,
1 g 1 L
T dr=|m( 2}:1 2.
/01+x2$ [2n(+x)0 P
Finalement,
T 1 1 s
A=(-—=-In2)—=-In2=——1n2.
<4 2 ) 2 "t

Cette valeur est positive, puisque numériquement
% ~0,7854 et  In2 A 0,6931.

Donc
A =~ 0,0923.

L’unité graphique étant 1 cm sur chaque axe, 'unité d’aire est le centimetre carré.

A= % —In2 em? ~ 0,0923 cm?.

>
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Correction détaillée des questions Q12 a Q17
Concours d’acces & PENSAM - Epreuve de mathématiques 2015

Q12 - Limite d’une suite d’intégrales
On consideére .
In:/ 2" In(1 + z) dx, n>1.
0
Nous cherchons lim I,.
n—-+4o0o

Pour tout z € [0, 1], on a
0<In(l4z)<In2.

De plus, ™ > 0. En multipliant 'inégalité par ™, il vient
0<z"In(l+z)<(In2)z".

En intégrant membre & membre sur [0, 1], on obtient

1
0<1I, §1n2/ " dx.
0

Or )
1 n+1 1
/ e dr = | L =
0 n—+1 o M +1
Donc
0<1, < 2
Comme
. In2
lim =0,
n—+oon + 1
le théoreme des gendarmes donne
wirgeo ™ =0

Q13 - Equation différentielle avec conditions initiales

L’équation différentielle est
(E): oy'+4y—2=0,

2

et l'on sait que x +— sin®z est une solution particuliere de (E).

1. Vérification de la solution particuliéere donnée

Posons y,(z) = sin? z. Grace a l'identité

1-— 2
sin’x = C;S( :1:)7

on obtient
y,(x) = sin(2z), Yy, (x) = 2cos(2z).

1
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Ainsi

Y, + 4yp — 2 = 2cos(2z) + 4sin?x — 2
= 2cos(2z) + 2(1 — cos(2z)) — 2
=0.

2

La fonction sin® z est donc bien une solution de (E).

2. Solution générale de I’équation homogéne associée

L’équation homogene associée est

y" +4y = 0.
Son équation caractéristique est
r?4+4=0,
d’ou
r = +£2i.

Les solutions de I’équation homogeéne sont donc
yn(z) = C cos(2x) + Dsin(2x), C,D eR.
Par conséquent, toutes les solutions de (E) s’écrivent

y(x) = sin® z + C cos(2z) + D sin(2x).

3. Utilisation des conditions géométriques

La courbe passe par A(0,v/2), donc

y(0) = V2.
Or
y(0) = sin?(0) + C cos(0) + Dsin(0) = C.
Ainsi
C =2
La tangente en A a pour coefficient directeur 1, ce qui signifie
y'(0) =1
Dérivons :
Y (x) = sin(2z) — 2C sin(2z) + 2D cos(2x).
En x =0,
y'(0) = 2D.
Donc 1
2D=1 = D= 7
Finalement,

1
yo(z) = sin® 2 4+ v/2 cos(2z) + 5 sin(2z).

2
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Q14 - Plan tangent a une sphere

La sphere S a pour équation
22+t + 2% — 22— 2y =0.

Nous allons déterminer le plan tangent sans utiliser la notion de gradient.

1. Détermination du centre de la sphere

Complétons les carrés dans ’équation de S :

2?2 =2z 4y% —2y+ 22 =0,
(z—1)2—1+@y—1)2-1+22=0,
(r—1724+@w-1)2+22=2.

Ainsi, la sphére S a pour centre
C(1,1,0)

et pour rayon V2.

2. Direction normale au plan tangent

Le plan tangent a une spheére en un point est perpendiculaire au rayon passant par ce point.

Au point de tangence 0(0,0,0), le vecteur
CO=(0-1,0-1,0-0)=(-1,-1,0)

est donc un vecteur normal au plan tangent P.

Une équation d’un plan passant par O(0,0,0) et ayant pour vecteur normal (—1,—1,0) est de la forme
—1(z—-0)—1(y—0)+0(x—0)=0.

Cela donne
—x—y=0.

En multipliant les deux membres par —1, on obtient finalement

[ (B): 2+y=0.] ]

Q15 - Calcul d’un reste modulo 27

On sait que
10" =1 (mod 27), VneN.

Nous cherchons le reste de
1019 4 10010

dans la division par 27.

Tout d’abord,
100 =3 x 33 + 1.

Donc
10100 — 103><33+1 — (103)33 % 10.

3
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Comme 10% =1 (mod 27),
101 =10 (mod 27).

Ensuite,
100" = (10*)" = 10%°.
Or
20 =3 x 6+ 2,
donc
1020 = (10%)5 x 102 = 10>  (mod 27).
Mais
102 =100=19 (mod 27).

Ainsi

1010 41001 =10 +19=29=2 (mod 27).

Le reste euclidien, compris entre 0 et 26, vaut donc

| |

Q16 - Résolution d’une équation diophantienne

Nous devons résoudre dans Z? I’équation

22— 22 42y +2=0.

Considérons cette équation comme une équation du second degré en « :
2 2\
“+yzr+ (2-2y°) =0.

Pour qu’elle admette une solution entiere z, son discriminant doit étre le carré d’un entier. Le
discriminant vaut

A=y?—4(2-2)

=y -8+ 8y
=9y? -8
Il existe donc un entier m tel que
m? = 9y — 8.
D’ou
9y2 —m? =28,

soit, par différence de deux carrés,
By —m)(3y +m) = 8.

Posons
A=3y—m, B =3y +m.

Alors AB = 8. De plus,
A+ B =6y

est pair, donc A et B ont la méme parité. Puisque leur produit vaut 8, ils doivent étre tous les deux
pairs.

4
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Les couples de diviseurs de 8 ayant la méme parité sont

(Aa B) € {(2a 4)? (47 2)7 (_27 _4)7 (_47 _2)}'

Or
A+ B _B-A
Yy = 6 m = 5
On obtient alors y =1 ou y = —1.
Cas1l:y=1
L’équation initiale devient
2 +2=0,
soit
z(z+1)=0.
Ainsi
z=0 ou z=-1.
Cas 2 :y=-1
L’équation initiale devient
2 —z =0,
soit
z(zx—1)=0.
Ainsi

r=0 ou xz=1.

Par conséquent, ’ensemble des solutions est

[ 1S ={(0,1), (-1,1), (0,-1), (1, -1)}.| }

Q17 - Probabilité d’obtenir une piece bonne et rejetée

Notons :

— B : « la piéce est bonne » ;

— D : « la piece est défectueuse » ;
— R : « la piéce est rejetée » ;

— A : « la piece est acceptée ».

L’usine produit 2% de pie¢ces défectueuses, donc
P(D) =0,02.

Par conséquent,
P(B)=1-P(D)=1-0,02=0,98.

On sait que 97 % des pie¢ces bonnes sont acceptées :

P(A| B) =097.

5
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Une piece bonne est soit acceptée, soit rejetée. Donc

P(R|B)=1-P(A|B)=1-0,97 = 0,03.

De méme, 99 % des pieces défectueuses sont rejetées :

d’ou

On peut représenter toutes les données par ’arbre pondéré suivant :

P(R| D) = 0,99,

P(A|D)=1-0,99 = 0,01.

Piece

L’événement demandé est « obtenir une piece bonne et rejetée ». Il correspond au chemin

B — R.

Dans un arbre pondéré, la probabilité d’un chemin est le produit des probabilités inscrites sur ses

branches. Ainsi,

Donc

P(BNR) = P(B) P(R | B).

P(BNR) = 0,98 x 0,03 = 0,0294.

Sous forme de pourcentage,

0,0294 = 2,94 %.

[

P =0,0294 = 2,94%.

Résumé des réponses

Q2| lim 1,=0.
Q13 | yo(z) = sin® z + V2 cos(2z) + %sin(zr).
Q14 | (E):z+y=0.

Q15 | r=2.

Q16 | S={(0,1),(—1,1),(0,—1),(1,-1)}.
Q17 | P=0,0294 = 2,94%.

+212604701592
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Partie II : Questions a choix multiples
Correction complete et détaillée des questions Q18 et Q19

Une réponse correcte : 2 points ; aucune réponse : 0 point; plusieurs réponses ou une réponse
fausse : -1 point.

Question 18

Enoncé. Soit M3(R) I'espace des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels. On considere

0

0
A= 0
1

o O N

1
0
Déterminer 'affirmation correcte parmi les quatre propositions suivantes :
1) A3 £2T;
2) A est non inversible;
3) la famille {I, A%} est libre dans M3(R);
)

1
4) A est inversible et A7 = QAQ.

Pour choisir la bonne réponse, il suffit de calculer successivement A? puis A2. La relation

obtenue permettra a la fois de décider si A est inversible et d’examiner la liberté de la
famille {7, A3}.

1. Calcul de A?

On multiplie A par elle-méme :

Calculons chaque coefficient a 1’aide du produit « ligne par colonne ».

Premiere ligne :
(A%);;=0-0+0-1+2-0=0,
(A%)1,=0-04+0-0+2-1=2,
(A*)13=0-2+0-0+2-0=0.
Deuxieme ligne :
(A%)91 =1-0+0-1+0-0=0,
(A% =1-040-0+0-1=0,
(A3 =1-24+0-04+0-0=2

1/6
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Troisieme ligne :
(A5, =0-0+1-1+0-0=1,

Ainsi,
0 2 0
A2=1(0 0 2
1 0 0
2. Calcul de A3
On a
0 2 0 0 0 2
A2 =A2A=10 0 2 1 00
1 00 01 0

Calculons & nouveau les coefficients :

0-0+42-14+0-0 0-0+2-040-1 0:-242-04+0-0
-0+0-14+2-0 0-04+0-0+2-1 0-24+0-0+2-0
-0+0-14+0-0 1-04+0-0+0-1 1-24+0-0+0-0
0 0

2 0 =2I.
0 2

AP =

S O N =)

Donc

A3:213.

3. Analyse des quatre propositions

Proposition 1 : A3 # 21.

Cette affirmation est fausse, puisque nous venons précisément d’établir que
A® =21,

Proposition 2 : A est non inversible.

La relation A3 = 275 donne
1 1 1
A A2>=A3: 215) = Is.
(2 2 5 (2hs) =15

De méme,

(1A2) A=ia3_p,
5 5

Ainsi, la matrice §A2 est a la fois un inverse a droite et un inverse a gauche de A. Par conséquent,

A est inversible. La proposition 2 est donc fausse.

Proposition 3 : {I, A%} est une famille libre.

2/6
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Comme A3 = 2I5, les deux matrices I3 et A3 sont proportionnelles. En effet,
A? —2I; = 0.

Il existe donc une relation linéaire non triviale entre elles : les coefficients 1 et —2 ne sont pas
tous les deux nuls. La famille {3, A%} est donc liée, et non libre. La proposition 3 est fausse.

1
Proposition 4 : A est inversible et A~! = §A2.

A <1A2) _ (1A2> A=
2 5

At e
2

D’apres le calcul précédent,

Ainsi,

Cette proposition est vraie.

Réponse a Q18 : la quatrieme proposition est la seule correcte :
. : R Y
A est inversible et A7 = §A .
Plus explicitement,
1 020 010
A7l = 3 00 2[=1]0 01
1 00 % 00
3/6
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Question 19

Enoncé. On considére Pespace vectoriel réel
E = {f::r;l—> (ax + b)e**; a,bER}.
On définit deux éléments de E par

fl(x) 2621‘, fZ(x) :xezxa

et 'on pose B = {fi, fo}. Enfin,
z 1
g(x) = / (t + ) e dt.
0 2

Déterminer 'affirmation correcte parmi les quatre propositions suivantes :

1) les vecteurs f; et fy sont liés;

2) g¢ E;

3) B est une base de E et les coordonnées de g dans B sont (?) ;
2

4) B est une base de E et les coordonnées de g dans B sont (2)

1. Vérification que B = {fi, fo} est une base de FE

Tout élément f de E s’écrit, pour certains réels a et b,
f(z) = (ax + b)e*.

Or
(ax +b)e* = axe* +be* = bfi(x) + afy(x).

Ainsi, tout élément de E est une combinaison linéaire de f; et fy. La famille B est donc
génératrice de F.

Vérifions maintenant qu’elle est libre. Supposons que deux réels « et § vérifient
afi+ Bf2=0p.

Cela signifie que, pour tout réel z,
ae® + Bre* = 0.

On factorise par e* :
(a+ Bz)e*™ = 0.

Comme e?® > ( pour tout x € R, on obtient

a+pPxr=0 pour tout z € R.

En prenant x = 0, on trouve o = 0. Puis, en prenant par exemple x = 1, on obtient a 4+ 8 = 0,
donc 8 = 0.

La seule relation linéaire entre f; et fy est donc la relation triviale. La famille B est libre.

Puisque B est a la fois libre et génératrice de F, nous avons

B = {f1, f2} est une base de E.

4/6
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2. Calcul explicite de la fonction g

g(x) = /Ox (t + ;) e dt.

Cherchons une primitive de 'intégrande. Observons que

d tQt ]‘2t t 2t ( 1) 2t
Gty Z o U g (Y 2
dt<2€> ¢ tTgoee tg)e

Nous devons calculer

1
Ainsi, une primitive de (t + 2) et est

Donc

Cette égalité montre immédiatement que g € E.

3. Coordonnées de g dans la base B

Par définition, les coordonnées de g dans la base ordonnée B = (f1, f2) sont les deux réels A et
1 tels que

g = Af1+ pfa.
Or nous avons obtenu
1
g=0-fi+ §f2-

Par conséquent,

4. Analyse des quatre propositions

Proposition 1 : les vecteurs f; et f, sont liés.

Elle est fausse : nous avons démontré que f; et f, sont linéairement indépendants.
Proposition 2 : g ¢ E.

Elle est fausse, car

1 2x
gla) = jae™,

5/6
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1
ce qui est bien de la forme (az + b)e** avec a = 3 et b=0.

Proposition 4 : B est une base de F et les coordonnées de g dans B sont (?) .

Proposition 3 : B est une base de £ et les coordonnées de g dans B sont (

= O

Cette affirmation est vraie : les deux résultats ont été établis séparément.

1
Elle est fausse, car le coefficient de fo dans I’écriture de g vaut 3 et non 1.

Réponse a Q19 : la troisieme proposition est la seule correcte :

0
B est une base de £ et [g]p = <1> .

2

Tableau récapitulatif

uestion Résultat essentiel Bonne réponse
Q p
1
Q18 A3 =213, donc A est inversible et A7! = 5/12. Proposition 4
1 0 .
Q19 B = (f1, f2) est une base de F et g = ifg, donc [g]p = ) Proposition 3
2

6/6
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Correction détaillée des questions Q20 a Q23

Partie IT — Questions & choix multiples

Q20 — Le disque unité est-il un produit cartésien ?
On considere
D= {(z,y) €R?*; 2® +¢* < 1}

et la proposition
P: «Ilexiste A,BCRtelsque D=A x B ».

1. Ce que signifierait 1’égalité D = A x B

Si D = A x B, alors, dés que deux points (z1,y1) et (x2,y2) appartiennent & D, les coordonnées peuvent
étre combinées :
11 €A, ypeB = (l‘l,yz)EAXB:D.

Or
(1,0) e D car 12402=1,

et
(0,1) e D car 024+12=1.

Si D = A x B, la premiére appartenance donnerait 1 € A et la seconde donnerait 1 € B. On devrait

donc avoir
(1,1) e Ax B=D.
Mais
124+12=2>1,
donc
(1,1) ¢ D.

Nous obtenons une contradiction.

Par conséquent, il n’existe pas de parties A, B de R telles que D = A x B.

La bonne réponse est donc la troisiéme proposition.

Q21 — Etude de I’équation f(z) =1— 2"
On suppose que f :[0,1] — R est strictement monotone, avec

fO)=0 et f(1)=1,

et n>1.

1
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1. Sens de variation de f

Puisque 0 < 1 et f(0) =0 < f(1) = 1, la fonction f ne peut pas étre strictement décroissante. Elle est
donc strictement croissante sur [0, 1].

La fonction
ple) =1-2"

est, quant a elle, strictement décroissante sur [0,1] : si 0 < 21 < 22 < 1, alors 2} < %, donc
1—a} >1—uzj.
Ainsi, ’équation
Ja)=1-a"

ne peut avoir au plus qu’une solution. En effet, si 1 < xo étaient deux solutions, alors

fla1) < f(x2)

par croissance stricte de f, tandis que
1—2f >1—uay,

ce qui est incompatible avec f(z;) =1 — z.

2. L’existence n’est pas garantie
L’énoncé ne suppose pas que f est continue. On ne peut donc pas appliquer le théoreme des valeurs
intermédiaires.

Construisons un exemple de fonction satisfaisant toutes les hypotheéses mais pour laquelle I’équation n’a
aucune solution :

0, z =0,

T 1
fl@)=1<7 O<z=<s3,
3 x 1

Z+17 §<.Z'S1

Cette fonction est strictement croissante, f(0) =0 et f(1) = 1.

1
Pourogxgi,ona

1
<,
f@) < 5,
alors que, puisque n > 1,
1 —an>1 (1)">1
—r _ [z -
- 2 -2
Donc
flz) <1—2a"
1
Pour§<x§1,0na
7
>77
et
l—am <1 (1)”<1
—r _ [z -
2 -2
Donc encore
flz)>1—2a"
2

+2 I 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor e MOULKTZ/;CE MDU»UM/&



www.allscapschool.com

Concours ENSAM 2015 — Mathématiques Correction détaillée Q20 a Q23

L’équation n’a donc aucune solution pour cet exemple. En revanche, pour f(z) = z, elle possede une
unique solution, car z = 1 — 2" admet une solution dans (0, 1).

Les hypothéses permettent donc seulement d’affirmer qu’il y a au plus une solution, mais elles ne per-
mettent pas de décider entre « aucune solution » et « une solution unique ».

Aucune des trois premieres réponses n’est toujours vraie.

La bonne réponse est la quatriéme proposition : aucune des trois réponses.

Q22 — Bornes de f(z) = x — In|2¢” — 1|

La fonction est définie lorsque
2" —1#0 <= z#—In2.

1. Comportement au voisinage de —oc

Lorsque x — —o0, on a e — 0, donc
2¢" =1 — -1 et [2e"—1]—1.

Par continuité du logarithme en 1,
Inj2e” — 1| - 1In1=0.
Ainsi,
f(z) =2z —Inj2e” — 1| — —c0.

Donc f n’est pas bornée au voisinage de —oo.

2. Comportement au voisinage de +oo

Pour z suffisamment grand, 2¢* — 1 > 0, et 'on factorise e” :
2¢" —1=¢€"(2—¢€"").
Alors
fl)=az—In[e"(2—e")]
=z — (In(e”) +In(2 —e™™))
r—(x+In(2—-e7))
=—In(2—-¢e7).

Lorsque z — +00, e™* — 0, donc
f(z) = —1In2.

Une fonction qui admet une limite réelle finie en 400 est bornée au voisinage de 4o0.

‘ f est bornée au voisinage de + oo.

La bonne réponse est la troisiéme proposition.

ex—l

Q23 — Etude de la courbe de f(z) = —— +Inx
T

Le domaine de définition est
D f :]0, —I—OO[.
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1. Comportement en +o0o

Lorsque x — +o00,

ex—l

— 400 et Inz — 400,

donc
f(x) = +oc.

Pour connaitre une éventuelle direction asymptotique, calculons
f() €' Inz

x 2

T .

Or
z—1 Inz
5~ — oo et — =0,
x X
d’ou
@ — +o00.
X

La courbe n’a donc pas, en +o0o, une branche parabolique de direction asymptotique y = 0 : une telle
direction horizontale demanderait f(x)/x — 0.

Elle n’admet pas non plus d’asymptote oblique y = ax + b, car une telle asymptote imposerait 1’existence

d’une limite réelle finie
L (=)
a= lim —=,

r—+oco I

ce qui n’est pas le cas.

2. Signe de f sur |0, +o0]
Pour z > 1, les deux termes sont non négatifs :

ea:—l

> 0, Inxz > 0.
T

Donc f(x) > 0.

Considérons maintenant 0 < x < 1 et posons

t=—Inx >0, r=e".
Alors
r—1
f(z) >0« >—Inz
— et Tt 5 ¢

< z—1+1>Int.
Puisque x = e~ ¢, il suffit d’étudier
t+et—1—1Int.

Or, pour tout ¢t > 0, I'inégalité classique
Int<t—1

donne
t+et—1—-Int=(t—1—1Int)+e ' >0.

Ainsi
t+et—1>Int,

et donc f(z) > 0 aussi pour 0 < z < 1.

4
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Finalement,

Vx> 0, f(z) > 0.

La courbe Cy est donc entierement située au-dessus de la droite y = 0.

C'y est au-dessus de la droite y = 0.

La bonne réponse est la troisiéme proposition.

Tableau récapitulatif

Question

Réponse correcte

Choix

Q20

P est fausse.

Q21

Aucune des trois premieres réponses n’est garantie.

Q22

f est bornée au voisinage de +o0.

Q23

C' est au-dessus de la droite y = 0.

W | W | = W

+212604701592

5

coutienccolairelesgenies@gmail.cor

E- MOUKZLE Mauliy;



www.allscapschool.com
Concours ENSAM 2015 Correction détaillée - Q24 et Q25

Correction détaillée des questions Q24 et Q25

Partie II : Questions a choix multiples

Q24. Résolution de I’équation trigonométrique

Enoncé. Déterminer le nombre de solutions, dans lintervalle [—7, 7], de 1’équation

cos*(x) + sin*(z) = 1.

1. Transformation du membre de gauche
On part de l'identité fondamentale

cos?(z) + sin®(z) = 1.

En élevant cette égalité au carré, on obtient
2 20 )2
(cos (x) + sin (x)) =1.

En développant :
cos?(z) + 2sin’(x) cos?(z) + sin'(z) = 1.

Alinsi,
cos’(x) + sin*(z) = 1 — 2sin®(z) cos®(z).

L’équation proposée devient donc

1 — 2sin®(z) cos?(z) = 1.

En retranchant 1 aux deux membres :

—2sin?(x) cos®(x) = 0.

Comme —2 # 0, cela équivaut a
sin?(z) cos?(z) = 0.

Un produit est nul si et seulement si I'un de ses facteurs est nul. Par conséquent,

sin(z) =0 ou cos(x) = 0.

1
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2. Résolution dans [—, 7]

Premier cas : sin(z) = 0.

On sait que
sin(z) =0 < x = km, ke Z.

Dans l'intervalle [—7, 7], cela donne

re{-m0,7}.
Deuxiéme cas : cos(z) = 0.
On sait que
cos(q:):O<:>x:g+k7r, kelZ.

Dans l'intervalle [—7, 7], cela donne

Finalement, I’ensemble des solutions est

v ™
S = {_777 —570, 2,71'} .

Il y a donc exactement

5 solutions|

Les choix proposés sont : une infinité de solutions, 8 solutions, 4 solutions, aucune solution.
Aucun de ces choix ne correspond au résultat exact 5. La réponse correcte au QCM est
donc : aucune des réponses proposées n’est correcte. Le dernier choix « aucune
solution » ne signifie pas « aucune des propositions » : il est lui-méme faux, car I’équation
possede cinq solutions.

2
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Q25. Etude du nombre N = a* + 4b*

Enoncé. Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On pose
N =a* + 4b*.

On cherche laquelle des affirmations proposées est toujours vraie.

1. Factorisation de Sophie (Germain

On remarque que
4b* = 4a*V® — 4a®b* + 4b*.

Ainsi,
N = a* + 4d%V* — 4a°b? + 4b*
= (a* + 2b%)% — (2ab)*.

Il s’agit d’une différence de deux carrés. On utilise

X2—Y2= (X -Y)(X+Y).

Avec X = a® + 2b% et Y = 2ab, on obtient

N = (a* + 2b* — 2ab)(a® + 2b* + 2ab)
= (a® — 2ab + 2b%)(a® + 2ab + 20?).

a® —2ab+2b* = (a — b)* +b*

et
a® + 2ab+ 2b* = (a + b)* + b*.

Par conséquent,

N=((a=b?+0")((a+0b)*+0")|

Cette identité est connue sous le nom d’identité de Sophie Germain.

2. Analyse des deux inégalités proposées

Posons
A= (a—0b)*+ b B = (a+0b)?+b.

La factorisation précédente donne
N = AB.

Commea>1etb>1,0na

B=(a+b’+b>(1+1)*+1>=5.

3
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Donc B > 1, et par conséquent

L’affirmation

est donc fausse.

D’autre part,
Il en résulte

L’affirmation

est donc également fausse.

3. Le nombre N est-il toujours premier ?

Prenons par exemple
Alors
N=1"4+4x2"=1+4x%x16=65=5 x 13.

Le nombre 65 n’est pas premier. L’affirmation « /N est premier » n’est donc pas toujours vraie.

4. Le nombre N n’est-il jamais premier ?

Prenons maintenant

Alors
N=1"4+4x1*=5,

et 5 est premier.
L’affirmation « N n’est pas premier » n’est donc pas toujours vraie non plus.

Plus précisément, grace a la factorisation,
N=((a=b"+0")((a+0b)*+b").
Le second facteur est toujours au moins égal a 5. Le premier facteur vaut 1 exactement lorsque
(a —b)* +b*=1.
Puisque b est un entier naturel non nul, 6> > 1. L’égalité impose donc
b=1 et a—b=0,

4
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d’ou

Ainsi :
— si (a,b) = (1,1), alors N =5 est premier;
— pour tout autre couple d’entiers naturels non nuls, les deux facteurs sont strictement
supérieurs a 1, donc N est composé.

Conclusion rigoureuse pour Q25. Aucune des quatre affirmations proposées n’est
vraie pour tous les entiers naturels non nuls a et b. Le QCM contient donc une anomalie,
sauf si ’énoncé voulait exclure le cas (a,b) = (1,1). Dans ce cas seulement, la réponse
attendue serait « [N n’est pas premier ».

Tableau récapitulatif

Question | Conclusion

Q24 L’équation possede exactement 5 solutions dans
[—m, 7]. Aucun choix proposé ne convient.
Q25 Aucune proposition n’est toujours vraie. En particulier,

N =5 pour (a,b) = (1,1), tandis que N est composé
pour tout autre couple.

>
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Remarque concernant la question Q24

La question Q24 semble comporter une légere incohérence. On a :
cos*(x)+sin*(x)=1

ce qui équivaut a :

sin(2x)=0,

d'ou x = km/2, k entier. Sur l'intervalle fermé [-m, 1], les solutions sont : -m, -11/2, 0, 11/2
et m. Il y a donc exactement cing solutions. Or aucune des réponses proposées ne
correspond a cing solutions. En revanche, si l'intervalle avait été ]-u1, ] (ou encore [-11,
n[), une seule des deux extrémités serait exclue et il resterait exactement quatre
solutions, ce qui correspond a l'une des réponses proposées. Il est donc possible
qu'une coquille typographique se soit glissée dans 1'énoncé et que l'intervalle ait été
recopié avec une extrémité fermée au lieu d'étre ouverte. Cette remarque constitue
une hypothése plausible et non une certitude, faute de disposer de 1'énoncé officiel

original.
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