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Devoir surveillé — Suites numériques

Terminale — Mathématiques spécialité
Durée : 2 heures — Note : /20

Nom @ .o Prénom : ... ..

ClasSe & et Date : ...

Les exercices sont indépendants. Toutes les réponses doivent étre justifiées. Pour chaque récurrence,
préciser 'initialisation, I’hérédité et la conclusion.

Exercice 1 — Limites et formes indéterminées

Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (u,) lorsque n tend vers +oo.

3n—2 Van + 3

a) U= TES © W=
3n2—2n+1 vn2+2n4+4

b) un_72—n f) un_—nQ—n—Q
6n2 + 1

5
d n=————— h n=vn2+2n—
) =3 ) un=vnitln-n

Exercice 2 — Encadrement par récurrence
Soit la suite (uy,) définie par ug = 3 et, pour tout entier naturel n :

2
1+ u,

Upt1 = 1+

Montrer par récurrence que :
Vn € N, 1 <u, <3.
Exercice 3 — Etude d’une suite récurrente

On considére la suite (u,) définie par ug = 3 et, pour tout entier naturel n :

3u, + 4
Uy + 3

Un+1 =
On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, > 2.

2. a. Etablir que, pour tout entier naturel n :

(2 — up)(2+uy)
Up + 3 '

Un+1 — Un =

b. Déterminer le sens de variation de la suite (uy,).
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Exercice 4 — Raisonnement par récurrence

Inégalité de Bernoulli

Soit un réel a > 0. Montrer par récurrence que :

Vn € N, (I1+a)" > 1+ na.

Exercice 5 — Etude d’une suite

On consideére la suite (u,) définie par ug = 3 et, pour tout entier naturel n :

_3 +1 +1
un+1—4un 4n .

1. a. Déterminer uj, ug, us et ug. On pourra en donner des valeurs approchées au centieme pres.

b. Formuler une conjecture sur le sens de variation de la suite (uy,).

2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, < n + 4.

b. Sans utiliser de raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout entier naturel n :

Upt1 — Up = Z(n+4 — Up).

En déduire une validation de la conjecture.

3. On désigne par (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = u, — n.

a. Démontrer que la suite (v,,) est une suite géométrique de raison 1

b. En déduire une expression de v, en fonction de n, puis montrer que, pour tout entier naturel n :

un:3(i> + n.

c. Refaire une démonstration de la croissance de la suite (u,) & 1’aide de la formule obtenue.
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Exercice 1 — Limites et formes indéterminées

Enoncé

Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (u,) lorsque n tend vers +o0.

a) 3n—2 e) Van + 3
Up = Uy —= ————
" n 4150 " 44+ n

3n2—2n+1 Vn2+2n+4

b n— - f n =

) 2—n ) n?—n—2
c) 6n +1 ) Vn¥3—Vnt2

Up = ——— Up =vVn+3—+/n
n(3n +2) &
)

d n=-—r—— h n=Vn?+2n—

) wu ENGESE] ) wu n%+2n—n

Correction détaillée

Avant de commencer, rappelons une idée essentielle : lorsque n — 400,

1
— =0,
n

1
ﬁﬁo, Vn — +o0.

. o0 .
Lorsqu’un quotient donne une forme du type —, on transforme ’expression avant de conclure. Pour

une différence de deux racines qui donne la forme 400 — 0o, on utilise souvent I’expression conjuguée.

3n — 2

a) u, = =
n + 150

Quand n — +o0,
3n—2— 400 et n + 150 — +o0.

Nous obtenons donc d’abord la forme indéterminée
+0o0
+o00’

Pour lever cette indétermination, on divise le numérateur et le dénominateur par n :

3n —2 2
n 5_ 2
U — n _ n
" n+4 150 150~
14+ —
n n
Or 2 150
——0 et — = 0.
n n
Alinsi,
2 150
3———=3 et 1+ ——=1
n n
Le dénominateur tend vers 1 # 0, donc
T
1
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3n2—2n+1
b) u, = ——F—"-—
)u 2—n

Lorsque n — +o00,
3n? —2n+1 = 400 et 2—n — —oo.
Pour faire apparaitre clairement le comportement de la suite, on divise le numérateur et le dénominateur
par n :
1
3n—24+ —
Up = — n
——1
n
Etudions séparément les deux parties.
D’une part,

1
3n—2+ — = +o0o,
n

car 3n — 400, tandis que —2 reste constant et % — 0.
D’autre part,

2
——1—=-1.
n

En particulier, pour n suffisamment grand, le dénominateur est négatif et reste proche de —1.

Nous divisons donc une quantité qui devient arbitrairement grande et positive par une quantité négative
proche de —1. Le quotient devient arbitrairement grand en valeur absolue et négatif :

lim wu, = —oc|
n—-4o0o

Commencgons par développer le dénominateur :
n(3n +2) = 3n® + 2n.

Ainsi,
_ 6n% + 1
C 3n242n°

Le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux vers +oo : il s’agit donc d’une forme

Un

. 7 e 7 e
indéterminée —.
0
On divise alors le numérateur et le dénominateur par n? :

1
6+—2
n
Up = D)
3+ —
n
Or ) 5
—2—>0 et — =0
n n

Par conséquent,

1 2
6+—2—>6, 3+ — —3,
n n
et donc
I 6_,
nﬁn}rlooun_?)_
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5
3vn+11

Lorsque n — +o00,

d) u, =

Vn — +oo.

Donc
3v/n — +oo

puis
3v/n + 11 — +oo.

Le numérateur, lui, est la constante positive 5. Ainsi,

5

)
3v/n + 11

Plus précisément, le dénominateur est positif et devient de plus en plus grand, donc la fraction reste
positive et se rapproche de 0.

Ainsi,

lim u, =0
n—-+o0o

&) u, — vV2n+3

Lorsque n — +o00,
V2n 43 — 400 et 44 /n — +oo.

. 1 ., O
Nous avons donc une forme indéterminée —.
)

On fait apparaitre \/n dans le numérateur :

3
2n—|—3:n<2—|—).
n

mzmzﬂ 242,

4+\f:\/ﬁ<\jﬁ+1>.

N 242
T mn
; .

Comme n > 0,

De méme,

Par conséquent,

un: = 4
1+ — 1+ —
ﬁ( +¢ﬁ) vn
O
' 3 4
- =0 et — =0
n Vn
Ainsi,
4
24— = V2 t 1+—-—-1
+n e —i—\/ﬁ
Finalement,

+2 I 2 6 64 7 01 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor el MSU/K@T;E MDU»LW/Z



wiww.allocapschool.com

vVn2+2n+4

n2—n—2

f) u, =

Pour n suffisamment grand, les deux radicandes sont positifs. Lorsque n — +00, le numérateur et le

/7 . . 7’ . /7 w
dénominateur tendent vers +o0o : nous avons encore une forme indéterminée —.
00

2

Factorisons n® sous chaque racine :

et

Comme n est un entier naturel et n — +o00, on a n > 0, donc

vVn2 =n.

Ainsi,
n2+2n+4—m/1+ +
et
1 2
n?—n—-2=n/l-—-——=.
n
D’ou
2 2 4
m/l+—+— 1+—-4+—=
U n =
" \/1 I 2 \/1 I 2
n _— — —_—— _— — —_——
n n? n n?
Or ) )
— =0 et —2—>O
n n
Donc
/ 2 4
non
et
1 2
[ — 1
n  n?

Par conséquent,

g) U = Vi T3 — VT2

Lorsque n — +o00,

vVn+3— +oo et vVn+ 2 — 4oo.

L’écriture directe conduit donc a la forme indéterminée

400 — 0.

Pour lever cette indétermination, on multiplie par I’expression conjuguée :

Up =Vn+3—+vn+2.

On écrit

~ (Wn+3-vn+2) (Vn+3+vn+2)
" Vn+3++vn+2 '

4
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Au numérateur, on utilise 'identité

(a—b)(a+b) =a®—b2

Ainsi,
~ (n+3)—-(n+2) 1
YVnE+3+vn+2  Vnt3+vnt2
Or
Vn+3+vVn+2— 4.
Donc

lim wu, =0|
n—-+4o0o

h) u, =vn?>+2n—n

Lorsque n — +o00,

vVn2+2n = 400 et n — +o00.

L’expression donne donc la forme indéterminée

+00 — 00.

Comme dans la question précédente, on utilise 'expression conjuguée :
Up = Vn2+2n — n.
On multiplie et on divise par

vVn2 +2n+n.

On obtient

(\/n2 +2n — n) (\/n2 + 2n—|—n)
Vvn2+2n+n .

Gréce a Iidentité remarquable (a — b)(a + b) = a? — b,

Up =

(n? +2n) —n? 2n

Uy, = = )
T V2t 2n+n  VnZ+2n+n

Factorisons maintenant n? sous la racine :

2 2
Vn2+2n = n2<1+):m/1+,
\ n n

car n > 0.
Ainsi,
2n 2n
Up = = 5
mfl+—+n n<\/1++1>
n n
Apres simplification par n,
2
Up = —F——.
2
JI+=+1
n
Comme 0
— =0,
n
5
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on a
2
1+——1
n
Par conséquent,
2
. A
|
Donc
Bilan
‘a b c¢cd e f g h
limun‘?) —00 2 0 vV2 1 0 1
n——+oo

Méthodes a retenir :
— pour un quotient de polyndmes, faire apparaitre les puissances dominantes de 7 ;
— sous une racine, factoriser la plus grande puissance de n adaptée;
— devant une différence de deux racines donnant +o0o — 0o, penser a l’expression conjuguée ;

— ne jamais conclure directement a partir d’une forme indéterminée : il faut d’abord transformer
I’expression.

6
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Exercice 2 — Encadrement par récurrence

Enoncé

Soit la suite (uy,) définie par

ug = 3
et, pour tout entier naturel n,
2
U =14 .
n+1 1+ u,
Montrer par récurrence que
Vn € N, 1<u, <3.

Correction détaillée

Nous devons démontrer que tous les termes de la suite vérifient simultanément deux inégalités :

1 <u, et Up < 3.

Autrement dit, nous voulons montrer que chaque terme u,, appartient a 'intervalle

11, 3].

Comme la suite est définie par une relation de récurrence, nous allons utiliser un raisonnement par
récurrence.

Pour tout entier naturel n, posons la propriété
P : 1 <u, <3.
Nous allons vérifier successivement :
1) Tinitialisation ;
2) Thérédité;
3) la conclusion.

1. Initialisation

Nous devons vérifier la propriété au premier rang, c’est-a-dire pour n = 0.

D’apres ’énoncé,

Uy = 3.
Il faut vérifier
1 <up <3.
En remplagant ug par 3, cela donne
1<3<3.

La premiére inégalité 1 < 3 est vraie, et la seconde 3 < 3 est également vraie.

Donc
1 <ug < 3.

Ainsi, la propriété Py est vraie.

1
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Initialisation :

La propriété est donc vraie au rang 0.

2. Hérédité

Soit n € N.

Supposons que la propriété soit vraie au rang n. C’est ’hypothése de récurrence :

1 <u, <3.

Nous devons montrer qu’elle est alors vraie au rang n + 1, c’est-a-dire :

1 < Upt+1 < 3.

Or, par définition de la suite,

Un+1:1+1+u .
n

Nous allons démontrer séparément les deux inégalités

1 < ups1 et Un+1 < 3.

Premiére inégalité : montrer que u,1 > 1

D’apres ’hypotheése de récurrence,

Uy > 1.
En ajoutant 1 aux deux membres,
14+ u, > 2.
En particulier,
14+ u, > 0.

Le numérateur 2 est lui aussi strictement positif. Par conséquent,

2
>0
1+ uy,
En ajoutant 1,
2
1+ >1
1+ uy,
Mais 2
Untl =1+ 14+u
n
Donc

2
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Deuxiéme inégalité : montrer que u,; <3

Nous repartons de ’hypothese
un > 1.

En ajoutant 1,
14+ u, > 2.

Comme 1 + u,, est strictement positif, on peut comparer les inverses. Un dénominateur plus grand
donne ici une fraction positive plus petite :

1 <
14w, 2
En multipliant les deux membres par 2 > 0,
2 <1
1+ u, '
Puis, en ajoutant 1,
2
1+ <2
1+ u,
Ainsi,
Upt+1 < 2.
Or
2 < 3.
Nous obtenons donc, & plus forte raison,
Up41 < 37

et par conséquent
[ 23}

Nous avons donc démontré les deux résultats :

Upt1 > 1 et Upt1 < 3.

Ainsi,
1< Un+1 < 3|

La propriété P,y1 est donc vraie.

e ~

Hérédité : si

1 <u, <3,
alors
1< Up41 < 3.

La propriété est donc héréditaire.

S J
3
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3. Conclusion

Nous avons montré que :
— la propriété Py est vraie;
— pour tout n € N, si P, est vraie, alors P, est vraie.

D’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel n.

‘VnEN, 1 <u, <3.

Remarque importante

Dans la démonstration précédente, nous avons méme obtenu, au cours de I’hérédité,

1 < Upg1 < 2.

Cela signifie qu’apres le terme initial ug = 3, tous les termes suivants sont en réalité strictement compris
entre 1 et 2 :

Vn > 1, 1 <u, <2.
Par exemple,
2 2 3
=l T ity
ce qui vérifie bien
1< ; < 2<3.

Cette remarque n’est pas nécessaire pour répondre a la question, mais elle permet de mieux comprendre
pourquoi I'encadrement demandé
l<u, <3

est conservé par la relation de récurrence.

Schéma du raisonnement a retenir

Pour démontrer par récurrence qu’'une suite vérifie un encadrement, on peut suivre le plan suivant :

Initialisation

I

Hypothese de récurrence

!

Utilisation de la relation définissant w41

!

Démonstration de 'encadrement au rang n + 1

!

Conclusion par récurrence

4
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Exercice 3 — Etude d’une suite récurrente

Enoncé
On considere la suite (u,) définie par
Uy = 3

et, pour tout entier naturel n,
Su, + 4

Upp] = ———.
T L+ 3

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
Up > 2.

2. a. Etablir que, pour tout entier naturel n,

(2 —up)(2+ un)
Uy + 3

Up41 — Unp =

b. Déterminer le sens de variation de la suite (uy,).

Correction détaillée

1. Démontrer par récurrence que u, > 2

Nous voulons démontrer
Vn € N, Uy > 2.

Pour tout entier naturel n, considérons la propriété

Pr Uy > 2.

Nous allons effectuer une démonstration par récurrence.

Etape 1 : initialisation

Au rang n = 0, I’énoncé donne

Uy = 3.
Or

3> 2.
Donc

ug > 2.

Ainsi, la propriété Py est vraie.

La propriété est donc initialisée au rang 0.

1
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Etape 2 : hérédité

Soit n € N.

Supposons que la propriété soit vraie au rang n, c’est-a-dire supposons

Uy > 2.
C’est notre hypothése de récurrence.
Nous devons démontrer qu’alors
Unp+1 > 2.
A partir de la relation de récurrence,
Su, + 4
U = —.
n+1 Uy + 3

Pour comparer u,11 & 2, calculons directement la différence
Unp+1 — 2.
On obtient

_3un+4_2

Un+1 — 4 = w + 3
n

Pour effectuer la soustraction, on écrit 2 avec le méme dénominateur :

~ 2(up + 3)
 u, 43
Ainsi,
5 Bun+4  2(un +3)
Upt1 — 2 = — .
s Un+3  up+3
On regroupe les deux fractions :
3 4—2 3
Uptl — 2 = Un + (un + )

Up + 3
Développons le numérateur :

3un +4 — 2(up + 3) = 3uy + 4 — 2u, — 6.

Donc
3un, +4 —2u, — 6 =u, — 2.

Par conséquent,

9 Up — 2
Upi] — 2= .
n+1 Uy + 3
Etudions maintenant le signe de ce quotient.
D’apres I’hypothese de récurrence,
Uy > 2.

En soustrayant 2,

Uy — 2 > 0.

De plus, I’énoncé précise que tous les termes de la suite sont strictement positifs. Ainsi,

Upy > 0,

2
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donc
Un +3>3>0.

Nous avons donc :
Up —2>0 et Up + 3 > 0.

Le quotient de deux nombres strictement positifs est strictement positif. Ainsi,

Up — 2
= >0.
Up + 3
Donc
Un+1 — 2> 0.
Ce qui signifie exactement que
Un+1 > 2.

Nous avons donc montré que
Up > 2 = Upt1 > 2.

La propriété est héréditaire.

Etape 3 : conclusion de la récurrence

Nous avons montré que :
— la propriété est vraie au rang 0;
— si elle est vraie au rang n, alors elle est vraie au rang n + 1.

D’apres le principe de récurrence,

Vn € N, Uy > 2.
| |

Tous les termes de la suite sont donc strictement supérieurs a 2 :

‘un>2 pourtoutneN.‘

2.a. Calcul de v, — u,

Nous voulons établir que

(2 —up)(2+ un)

Un+1 — Up = W +3
n
Partons de la relation de récurrence :
3u, + 4
U = —.
n+1 U, + 3
Alors
PR (e s
n+1 n Uy, + 3 n-

Pour soustraire, nous écrivons u,, avec le méme dénominateur :

~ Up(un +3)
" u,+3

Ainsi,

S _3un+4_un(un+3)
el " wu,+3 Up +3

3
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On rassemble les deux fractions :

un + 4 — up(uy + 3)
Up + 3 '

Up+1 — Un =

Développons :
U (Up + 3) = uZ + 3u,,.
Donc
3un+4—u,21—3un
Up + 3

Un41 — Up =

Les termes 3u,, et —3u, s’annulent :

Or

Nous reconnaissons une différence de deux carrés :

a’> —b* = (a—b)(a+b).

Avec a = 2 et b = u,, on obtient
4—ud = (2 —un)(2 4 un).

Finalement,

(2 —up)(2+ up) '
Up + 3

Up4+1 — Un =

C’est bien 'égalité demandée.

2.b. Sens de variation de la suite

Pour déterminer le sens de variation d’une suite, on peut étudier le signe de
Un+1 — Up.

Nous venons d’établir que

(2 —up)(2+ un)
Up + 3

Un+1 — Un =

Nous devons donc étudier le signe de chacun des trois facteurs qui interviennent.

Signe de 2 — u,

D’apres la question 1,
Up > 2.

En multipliant I'inégalité par —1, son sens s’inverse :

—Up < —2.

En ajoutant 2,
2 —u, <0.

Ainsi,
=<y

4
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Signe de 2 + u,
L’énoncé précise que tous les termes sont strictement positifs :

U, > 0.

Donc
2+u, >2>0.

Ainsi,
2w 0]
Signe de u, + 3

Toujours puisque
Up > 0,

nous avons
Up+3>3>0.

Donc

[ ¥350)

Signe du quotient

Nous avons maintenant :

2 — Uy, 2+ Uy, Up + 3.
—— —— ——
<0 >0 >0

Le produit au numérateur est donc négatif :

(2 —up)(2 +uy) <O0.

Le dénominateur est positif :
Up + 3 > 0.

Par conséquent,
(2 B un)(2 + un)

< 0.
Uy + 3

Ainsi,
Unp+1 — Unp < 0.
Cela signifie que

Unp+1 < Up

pour tout entier naturel n.

La suite (uy,) est donc

strictement décroissante.

5
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Bilan

Nous avons obtenu deux informations importantes :

et

Vn € N, Uy > 2
| |

‘Vn €N, Upt1 < Up ‘

Ainsi, la suite (u,) est strictement décroissante tout en restant strictement supérieure a 2.

On peut résumer la situation de la fagon suivante :

S=ug>uUp > U > > Uy > > 2.

Par exemple,

et

Ce premier calcul est donc cohérent avec les deux résultats démontrés

3up+4 3x3+4 13
ul = = = —
1 e+ 3 313 6’

13
2<—<3.
6

termes restent au-dessus de 2.

: la suite descend, mais ses

Ve

Méthode a retenir.

Pour étudier une suite récurrente, deux calculs sont particulierement utiles :

U1 — 4
pour montrer qu’elle reste au-dessus ou au-dessous d’un nombre ¢, et
Un+1 — Un

pour déterminer son sens de variation.
Ici,
Up — 2

>0
Up, + 3

Upt1 — 2 =
permet de conserver la borne 2, tandis que

(2 —up)(2 + up)

<0
Up + 3

Up+1 — Un =

permet de conclure que la suite est strictement décroissante.

6
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Exercice 4 — Raisonnement par récurrence

Inégalité de Bernoulli

Enoncé. Soit un réel a > 0. Montrer par récurrence que

Vn € N, (14+a)" > 1+ na.

Correction détaillée

Nous devons démontrer une propriété valable pour tout entier naturel n. Comme ’énoncé demande
une démonstration par récurrence, nous allons suivre les trois étapes classiques : initialisation, hérédité
et conclusion.

Pour tout n € N, posons
P : (14+a)" > 1+ na.

1. Initialisation

Nous commengons par vérifier la propriété au rang n = 0.

Le membre de gauche vaut
(1+a)’=1.

Le membre de droite vaut
1+0xa=1.

Ainsi,
(1+a)’=1=1+0a.

En particulier,
(1+a)°>1+40a.

Donc la propriété Py est vraie.

Initialisation :

(1+a)’=1>1=1+0a.

La propriété est bien vraie au rang 0.

2. Hérédité
Soit n € N. Supposons que la propriété soit vraie au rang n. Autrement dit, supposons
(14+a)" > 1+ na.

C’est 'hypothése de récurrence.

Nous devons démontrer que la propriété est alors vraie au rang n + 1, c’est-a-dire
(14+a)" ™ >1+(n+1a.
Partons du membre de gauche. Par les régles sur les puissances,

(1+a)"™ = (14 a)"(1 +a).

1
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D’apres ’hypothése de récurrence,
(14+a)" > 1+ na.

Or a > 0, donc
14a>0.

Nous pouvons donc multiplier les deux membres de 'inégalité par 1 + a sans changer le sens de
P’inégalité. Il vient
(14+a)"(14+a)> (1+na)(l+a).

Comme (1 +a)*(1+a) = (1 +a)"*,

(1+a)"™ > (14 na)(1+ a).

Développons maintenant le membre de droite :

(1+na)(1+a) =1+ a+ na+ na
=1+ (n+1)a+na’

Ainsi,
(14+a)"™ > 1+ (n+ 1)a+ nd’.

Il reste a comparer
1+ (n+Da+na®> et 14 (n+1)a.

Puisque n € N, nous avons

n > 0.
De plus, a > 0, donc
a>>0
Par conséquent,
na® >0

En ajoutant 1+ (n + 1)a aux deux membres,

14+ (n+1Da+na®>1+ (n+1)a.

Nous avons donc successivement
(1+a)"™ ' >1+n+1)a+na®>14+ (n+1)a.

Finalement,

1+a)" " >1+(n+1a

La propriété P,y1 est donc vraie.

Hérédité :

1+a)">14+na = (1+a)"'>14+(n+1)a.

La propriété est héréditaire.

2
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3. Conclusion

Nous avons démontré que :
— la propriété Py est vraie;
— pour tout n € N, si P, est vraie, alors P, est vraie.

D’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel n.

4 N\
Ainsi, pour tout réel a > 0 et pour tout entier naturel n,

’(1+a)”21+na.

C’est I'inégalité de Bernoulli dans le cas considéré ici.
(G J

Pourquoi le terme na® est-il important ?

Le point essentiel de ’hérédité apparait lors du développement :
(1+na)(1+a) =1+ (n+ 1)a+ na*
Pour obtenir 'inégalité recherchée au rang n + 1, nous voudrions seulement avoir
1+ (n+1)a.

Le terme supplémentaire est

na2 .

Mais ce terme est positif ou nul, car n > 0 et a® > 0. Il ne peut donc qu’augmenter le membre de
droite :
14+ (n+1Da+na® > 1+ (n+1)a.

C’est précisément ce qui permet de terminer I’hérédité.

Exemple numérique

Prenons, par exemple, a = 0,2 et n = 3. L’inégalité affirme que
(1+0,23>1+3x02.

Calculons :
1,23 =1,728

et
1+3x0,2=1,6.

On vérifie bien que
1,728 > 1,6.

Cet exemple illustre I'inégalité, mais la démonstration par récurrence précédente prouve qu’elle est
vraie pour tout n € N et tout réel a > 0.

3
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Schéma du raisonnement a retenir

(I+a)”>14+na
J x(1+a)>0
(14 a)" > (1 +na)(1+a)
U
(1+a)"™t > 1+ (n+ 1)a + na?
J na®>0
(I+a)" ™ >1+ (n+1)a

4
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Exercice 5 — Etude d’une suite

Enoncé

On consideére la suite (uy,,) définie par uy = 3 et, pour tout entier naturel n :

3 1
Unp+1 = Zun =+ 177, + 1.

1. a. Déterminer uq, ug, ug et ug. On pourra en donner des valeurs approchées au centiéme pres.
b. Formuler une conjecture sur le sens de variation de la suite (uy,).
2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, < n -+ 4.

b. Sans utiliser de raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout entier naturel n :

1
Upt1 — Up = Z(n+4 — Up).

En déduire une validation de la conjecture.
3. On désigne par (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = u, — n.
3
a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison T

b. En déduire une expression de v, en fonction de n, puis montrer que, pour tout entier naturel

n: 3\ "

c. Refaire une démonstration de la croissance de la suite (u,) & 'aide de la formule obtenue.

Correction détaillée

1.a. Calcul de uq, us, us et uy

La relation

3
Un+1 = Zun + Zn‘F 1

permet de calculer chaque terme a partir du précédent.
Calcul de u;. On prend n =0 :
3 1
ur = -ug+ - x 0+ 1.

4 4
Comme ug = 3,
3 9 13
= _ l=—-+1=—.
w=gxdrl=aal=
Donc
13
ul—zz3,25
Calcul de us. On prend n =1 :
Jlaos By
2=yt y 4 4 Ty
Ainsi
39+4+16 59
Ug = — + — + — = —.
716 16 ' 16 16
Donc
59
u2—1—6—3,6875~3,69.

1

+2 I 2 6 64 7 01 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor el MSU}KV’;EE MDU»LW/Z



+212664701597

wiww.allocapschool.com

Calcul de u3. On prend n =2 :

2 1

3 3 59
U3:*U2+*+121X7+*+1.

4 4 16 2

Donc
_ 32 64 273
YT 64 Tea T 64 64
Ainsi
273
— 200 4 265625 ~ 4,27,
us 64 3 )
Calcul de u4. On prend n = 3 :
L, 8
e I Iy B R
Donc
_ 819 192 256 1267
Y7956 T 256 T 256 256
Ainsi
1267
— =0 4 94921875 ~ 4,95
wi = o = 4,94921875 ~ 4,95
[ o —3, U1 —3,25, up~3,69, uz~4 27, ug~4, 095

1.b. Conjecture sur le sens de variation

Les premiers termes vérifient
3< 3,25 < 3,69 <4,27 < 4,95.

Ils semblent donc augmenter lorsque n augmente.

Nous pouvons conjecturer que

‘la suite (uy) est croissante.

Attention : 'observation de quelques termes ne constitue pas une démonstration. Nous allons maintenant

prouver cette conjecture.

2.a. Démonstration par récurrence de u,, <n+4

Pour n € N, posons

P, : Uy, < n+4.
Initialisation
Pour n =0,
ug = 3
Et
0+4=14
Donc

Ainsi, Py est vraie.

2
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Hérédité
Soit n € N. Supposons
Up < N+ 4.

Nous devons montrer
Upy1 < (n+1)+4=n+5.

Comme % > 0, nous pouvons multiplier 'hypothése par % sans changer le sens de I'inégalité :

3 3

En ajoutant %n + 1 aux deux membres,

3 1 3 1
Zun+1n+1§Z(n+4)+1n+1.

Le membre de gauche est précisément u,41. Donc

3n n
un+1<7+3+*+1-

! 4
Or
snon_
4 4
et
3+1=4.
Ainsi,
Up+1 < n+4.

Nous avons méme obtenu une borne plus forte que celle nécessaire. En effet,
n+4<n+5=Mn+1)+4.

Donc
Unt1 < (n+1)+4.

La propriété est héréditaire.

Conclusion

Par le principe de récurrence,

Vn € N, Up < N+ 4.

Dans I’hérédité, obtenir une inégalité plus forte que celle demandée ne pose aucun probleme :

Upr1 <n+4 =  upp1 <n+b.

2.b. Calcul de u,;; — u, et validation de la conjecture
Partons de la relation de définition :
3
Up+1 = —Up + -1+ 1.

Soustrayons uy, :
1
Uptl — Up = Zun+1n+1—un.

3
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Comme
on obtient
Ecrivons 1 = % :

N 1 .
On factorise par 7 :

D’apres la question 2.a,
En soustrayant w,,

Comme % > 0,

Par conséquent,

Donc

Ainsi,

wiww.allocapschool.com

4 4
1
Up41 — Up = —Zun + Zn + 1.
1 1
Un4+1 — Up = —Zun + Zn‘i‘ Z

1
Upt1 — Up = z(n—i—él — Up).

Uy, < n+4.
n+4—u, >0.
1
Z(n+4—un)20.
Up41 — Up > 0.

Up4+1 2> Unp.

‘la suite (uy,) est croissante.

La conjecture formulée & la question 1.b est donc validée.

3.a. Montrer que (v,) est géométrique

On définit

Pour montrer que (vy,) est géométrique de raison

Par définition,

Up = Up — N.

3

1, nous cherchons a établir

3

Un+1 = - Un.

4

Un+1 = Up4+1 — (n + 1).

En utilisant la relation de récurrence de (uy,),

Développons :

Les termes +1 et —1 s’annulent :

Or

+212664701597

3 1
Unt1 = <un +-n+ 1) —(n+1).

4 4

3 1
Uptl = —Up+-n+1—n—1.

4 4
Up+1 = Zun + Zn —n.
1 _<1 1) B 3
4n n = 1 n = 4n.
4
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Donc

Uptl = —Up — —N.

. 3.
On factorise par 4 :

3
Upgl = Z(un —n).

Mais u, —n = v,. Ainsi,

Un+1 = S Un |

Par conséquent,

(vn) est géométrique de raison T

3.b. Expression de v,,, puis de u,,

Calculons le premier terme :
Vo = ug — 0=3.

Une suite géométrique de premier terme vy et de raison ¢ vérifie

Up = Upq".
Ici,
3
v =3 et q= 1
Donc
3 n
Or
Up = Up — T
Ainsi,

En ajoutant n aux deux membres :

3.c. Nouvelle démonstration de la croissance de (u,)

Nous disposons maintenant de la formule explicite
3 n
Up =N+ 3 (4> .

3 n+1
un+1:(n+1)+3(4) .

Calculons w41 :

5

+2 I 2 6 64 7 01 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor el MOUJK'E’T:E MDU»LW/Z



wiww.allocapschool.com

Alors
3 n+1 3 n

3 n+1 3 n
un+1_un:1+3(4> —3(4) .

n
) dans les deux derniers termes :

3\" /3
un+1—un:1+3(4> (4—1).

On développe :

Factorisons 3 (%

Or 3 )
1 1= 71
Donc
3 /3\"
Un—i—l_un:l_z (4>
Comme

nous obtenons

3 n+1
un+1un:1<4> .

Pour tout n € N, on a n+1 > 1. Comme

3
0<-<1
4 M
on a
3 n+1
0< |- < 1.
(2)
Ainsi,
3 n+1
1— (- > 0.
(3)
Donc

Up+1 — Uy > 0.

Par conséquent,

’1& suite (uy) est strictement croissante.

Cette seconde démonstration apporte méme une précision : alors que la question 2.b permettait de
conclure que la suite était croissante, la formule explicite montre directement que

Up+1 > Up

pour tout n € N.

6
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Bilan général

Ve

G

Les principaux résultats de 1’exercice sont :

et finalement

‘ (uy) est strictement croissante.‘

Ve

Idées a retenir.
Une suite récurrente peut étre étudiée de plusieurs facons complémentaires :

calculer ses premiers termes pour formuler une conjecture ;
établir un encadrement par récurrence;

étudier le signe de un41 — u, pour déterminer les variations;

introduire une suite auxiliaire bien choisie afin d’obtenir une suite géométrique ;

utiliser ensuite la formule explicite obtenue pour retrouver les variations.

7
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