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Suites numériques - Raisonnement par récurrence Correction détaillée

Partie A - Raisonnement par récurrence
Exercice 1 - Prise en main

Correction complete et détaillée

Enoncé

Pour chaque propriété, préciser le premier rang a tester puis effectuer uniquement l’initialisation.
1. Pour tout n > 0, 2" > n + 1.

n(n-l—l)‘

2. Pourtout n >1,1+2+4+---+n= >

3. Pour tout n > 2, 3" > n?.
y y,

Rappel : qu’est-ce que l’initialisation ?

Dans un raisonnement par récurrence, I'initialisation consiste a vérifier que la propriété est

vraie au premier rang concerné.
Si une propriété est annoncée :

« pour tout n > ngy, P(n) »,

alors le premier rang a tester est n = ng. On remplace simplement n par ng dans la propriété et

on vérifie ’égalité ou 'inégalité obtenue.
.

&

1) Propriété : 2" > n+ 1 pour tout n >0

La propriété est annoncée pour tout entier n tel que
n > 0.

Le plus petit entier qui satisfait cette condition est donc

n=0]|
Initialisation au rang 0.
On remplace n par 0 dans l'inégalité
2" >n+1.
On obtient
20 >0+ 1.
Calculons séparément les deux membres :
20 =1
et
0+1=1.
L’inégalité a vérifier devient donc
1>1,

ce qui est vrai, puisque les deux membres sont égaux.
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Conclusion

Le premier rang a tester est @ et la propriété est vraie au rang O :

(20=1=0+1]|

L’initialisation est donc vérifiée.
o J

1
2) Propriété:1—|—2—|—-~—|—n:@pour tout n > 1

Cette fois, la propriété est annoncée pour tout entier n tel que

Le premier rang a tester est donc

Initialisation au rang 1.

Pour n =1, le membre de gauche est la somme qui commence a 1 et se termine a 1. Il contient donc
un seul terme :
142+ +n=1

Calculons maintenant le membre de droite :

n(n+1) 1(1—1—1)'

2 2

On simplifie :

1(1+1)_1><2_2_1
2 2 2

Ainsi, au rang 1, les deux membres sont égaux :

1=1.

Conclusion

Le premier rang a tester est et la propriété est vraie au rang 1 :

1(1+1)
2

1= =1

L’initialisation est donc vérifiée.
o J

3) Propriété : 3" > n? pour tout n > 2

La propriété est annoncée pour tout entier n tel que

n > 2.
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Le premier rang a tester est donc

n=2
Initialisation au rang 2.
On remplace n par 2 dans I'inégalité
3" > n?.
On obtient
32 > 22,
Calculons les deux membres :
32=3x3=09,
et
2 =2x2=4
Il reste donc a vérifier
9 >4,

ce qui est vrai.

Conclusion

Le premier rang a tester est et la propriété est vraie au rang 2 :

132=9>4=22|
L’initialisation est donc vérifiée.
(& J
Bilan
Propriété Premier rang | Vérification de I’initialisation
2" >n 41 pourn >0 n=0 20=1>1
1 1x2
1+2+---+n=@pourn21 n=1 1= 5
3" > n? pour n > 2 n =2 32=9>4=2°

Méthode a retenir

Pour trouver le rang d’initialisation, il suffit de lire la condition sur n :
— si la propriété est annoncée pour n > 0, on commence a n = 0;
— si elle est annoncée pour n > 1, on commence a n = 1;

— si elle est annoncée pour n > 2, on commence a n = 2.

Ensuite, on remplace n par ce premier rang et on vérifie directement la propriété obtenue.
N J

3
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Partie A - Raisonnement par récurrence
Exercice 2 - Somme des carrés

Enoncé. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 1,

1)(2n + 1
12492 4 ... 42 = URE )6( Rt L))

1. Mise en place du raisonnement

Pour chaque entier n > 1, considérons la propriété

1)(2 1
(Py) : 12+22+_._+n2:n(n—|— )6(n+ )

L’objectif est de démontrer que (P,) est vraie pour tout entier n > 1.

Un raisonnement par récurrence comporte trois étapes :
1. vérifier la propriété au premier rang : c’est 'initialisation;
2. supposer la propriété vraie a un rang n et montrer qu’elle est alors vraie au rang n + 1 : c’est
I’hérédité;

3. conclure griace au principe de récurrence.

2. Initialisation

La propriété doit étre démontrée pour tout n > 1. Le premier rang a tester est donc

n=1|

Au rang n = 1, le membre de gauche vaut
1?2 =1.

Le membre de droite vaut
1(1+1)2x1+1) 1x2x3 6

- =1
6 6 6
Les deux membres sont donc égaux :
2 1(14+1)(2x 1+1).
6
[ La propriété (P;) est vraie. L’initialisation est donc vérifiée. ]

3. Hérédité

Soit n > 1 un entier naturel quelconque.
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3.1. Hypothése de récurrence

Supposons que la propriété soit vraie au rang n. Cela signifie que I’'on suppose :

(20 + 1
12492 4. 22 MOE )6( ntl))

Cette égalité est notre hypothése de récurrence.

3.2. Ce qu’il faut démontrer au rang n + 1

Au rang n + 1, la formule attendue est obtenue en remplacant n par n+ 1 :

2 _ n+1)((n+1)+1)2n+1)+1)
6 .

P4+2° 4. +n”+(n+1)

Simplifions le membre de droite :
m+1)+1=n+2

et
2(n+1)+1=2n+2+1=2n+3.

Il faut donc parvenir a

(n+1)(n+2)(2n+3)
G :

12422+ 40’ + (n+1)? =

3.3. Calcul du membre de gauche au rang n + 1
Partons du membre de gauche :
12422+ 4 0% + (n+ 1)

Regroupons les termes jusqu’a n? :

(12+22 4+ +0n?) + (n+1)%

D’aprées I’hypothese de récurrence,

12+22+~-+n2:n(n+1)6(2”+1).

Nous pouvons donc remplacer la somme entre parentheses :

2 _ n(n+1)(2n+1)

5 +(n+ 1)

P4+2°+- 4+n°+ (n+1)

Mettons les deux termes au méme dénominateur. On écrit

2 _ 6(n +1)2

(n+1) G

Ainsi,
n(n+1)(2n+1)
6

2 n(n+1)(@2n+1)+6(n+1)%
c :

+(n+1)

Les deux termes du numérateur contiennent le facteur n + 1. Factorisons :

(n+1)[n(2n+1)+6(n+1)]
G :
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Développons uniquement 1’expression entre crochets :
n(2n+1) = 2n +n

et
6(n+1) =6n+ 6.

Donc
n(2n 4 1) +6(n+1) = 2n? +n 4+ 6n + 6 = 2n? + Tn + 6.

Nous obtenons alors )
12492 4.0 fn2 g (nt1)2= PEDE +Tn+E)
5 .

Il reste & factoriser le trinome 2n2 4+ 7n + 6. On vérifie que

(n+2)(2n+3) =2n%+3n+4n +6 = 2n? + Tn + 6.

Par conséquent,
124924 tn? 4 (nt1) = (n+1)(n+2)(2n +3)
6 .

Mals n+1)m+2)2n+3) (+D((n+1)+ D20 +1)+1)

6 6

C’est exactement la formule demandée au rang n + 1.

[ Nous avons montré que, si (P,) est vraie, alors (P,,11) est vraie. La propriété est donc héréditaire. ]

4. Conclusion par récurrence

Nous avons établi :
— (P1) est vraie;
— pour tout entier n > 1, si (P,) est vraie, alors (P,1) est vraie.

D’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel n > 1.

Pour tout entier naturel n > 1,

1)(2n + 1
12492 4. 42 = 0T )6( nt L))

5. Exemple de vérification

Une vérification numérique n’est pas une démonstration, mais elle permet de controler la formule.
Prenons n = 3.

Membre de gauche :
12422432 =1+4+9=14.

Membre de droite :
3(3+1)(2x3+1)_3x4><7_%_14
6 N 6 6

Les deux résultats coincident bien.
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6. Méthode a retenir

. A
Pour démontrer par récurrence une identité portant sur une somme :

1. définir clairement la propriété (P,);

vérifier le premier rang;

supposer la formule vraie au rang n;

au rang n + 1, écrire la somme précédente puis ajouter le nouveau terme;
utiliser '’hypothese de récurrence;;

transformer ’expression jusqu’a retrouver exactement la formule attendue au rang n + 1;

A

conclure par le principe de récurrence.
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Exercice 3 - Expression explicite d’une suite

Suites numériques - Raisonnement par récurrence

Enoncé
On définit la suite (u,) par
ug = 2,

et, pour tout n € N,

Up+1 = Up +6n+ 5|

1. Calculer uq, us et us.
2. Conjecturer une expression de u,.

3. Démontrer cette conjecture par récurrence.

1) Calcul de uq, us et ug

La relation
Up+l = Up + 60+ 5

permet de calculer chaque terme & partir du terme précédent. Il faut donc remplacer successivement n
par 0, puis par 1, puis par 2.

Calcul de v,
Pour obtenir u;, on prend n = 0 dans la relation de récurrence :
Ug+1 = ug + 6 X 0+ 5.

Ainsi,
uy=2+0+5="7.

=1

Donc

Calcul de u,

Pour obtenir uz, on prend n =1 :
Uiyl =up +6 X 14+ 5.

En utilisant vy = 7,
us =7+6-+5=18.

Donc
ug = 18|

Calcul de us

Pour obtenir uz, on prend n = 2 :
Ugy+1 = U2 +6 X 24 5.

Comme uy = 18,
uz =184+ 12+ 5 = 35.

1
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Donc
uz = 35|

Nous avons donc les premiers termes :

Uy = 2, Uy = 7, Ug = 18, uz = 35.
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Exercice 3

2) Conjecturer une expression de u,

Une conjecture est une formule que ’on pense vraie apres avoir observé plusieurs cas. Elle devra ensuite

étre démontrée.

Observons les accroissements successifs :

On obtient donc

U —ug=7—2=25,
UQ—U1:18—7:11,
U3—UQ:35—18:17.

5, 11, 17

Les différences entre ces accroissements valent

11 -5 =6, 17 -11 =6.

Idée a retenir. Lorsque les différences secondes sont constantes, il est naturel de chercher une
expression de u, sous la forme d’un polyndéme du second degré :

up = an® + bn + c.

Cherchons donc a, b et ¢ tels que

Comme ug = 2, on a
Ainsi,
Comme u; =7,

Avec ¢ = 2, cela donne

Comme uo = 18,

Avec ¢ = 2,

donc, en divisant par 2,
Soustrayons (1) de (2) :
d’ou

Puis, avec a +b =5,

donc

Nous conjecturons donc que

+212664701592

Up = an® + bn + c.
uw=ax0?+bx04+c=c=2.
c=2.
a+b+c=T.

a+b=>5.

da+2b+c=18.
da + 2b = 16,

2a +b=28.

(2a+b) — (a+b) =8-5,

a = 3.
3+b=25,
b=2.

un:3n2+2n+2 pour tout n € N.

3

coutienccolairelesgenies@gmail.cor

e MOUKEZTLE Maulns,



www.allocapschool.com
Suites numériques - Raisonnement par récurrence Exercice 3

Vérification rapide sur les premiers termes

Pour n=0:
3x02+2x042=2=uy.
Pourn=1:
3x124+2%x142=3+2+4+2=7=u;.
Pour n =2:
3x224+2x2+2=12+4+4+2=18 = us.
Pour n=3:

3x32+2x342=274+6+2=235=us.

La formule est donc cohérente avec les termes calculés. Il reste maintenant & la démontrer pour tout
entier naturel n.

4
+2 I 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 78 M@U/K'V/;CE MDW



www.allocapschool.com
Suites numériques - Raisonnement par récurrence Exercice 3

3) Démonstration de la conjecture par récurrence

Nous voulons démontrer la propriété
(P,) : Uy = 302 +2n + 2

pour tout n € N.

Une démonstration par récurrence comporte trois étapes :
1. Pinitialisation : vérifier la propriété au premier rang;
2. I’hérédité : supposer la propriété vraie a un rang n et montrer qu’elle est vraie au rang n + 1;

3. la conclusion.

Etape 1 : initialisation
La suite est définie a partir du rang 0. Le premier rang a tester est donc
n = 0.

D’apres ’énoncé,
ug = 2.

D’autre part, la formule conjecturée donne
3x0°4+2x0+2=2.

Ainsi,
u=3x0>+2x0+2.

La propriété (Pp) est donc vraie.

‘ (Po) est vraie. ‘

Etape 2 : hérédité

Soit n € N. Supposons que la propriété (P,) soit vraie. Cela signifie que ’on suppose

up = 3n% + 2n + 2.

Cette égalité est appelée hypothése de récurrence.

Nous devons montrer que la propriété est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire montrer que

Up1 = 3(n+1)* +2(n+1) + 2.

Partons de la relation de récurrence donnée dans 1’énoncé :

Up41 = Up + 61+ 5.

Utilisons I’hypothese de récurrence u, = 3n% +2n + 2 :
Uny1 = (3n? +2n +2) 4+ 6n + 5.
Regroupons les termes de méme nature :

Unt1 = 3n% 4 (2n 4 6n) + (24 5).

)
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Donc
Upi1 = 3n? +8n + 7. (1)

Calculons maintenant I’expression que nous voulons obtenir :
3(n+1)2+2n+1)+2.
Développons uniquement les expressions algébriques usuelles :

(n+1)?=n>+2n+1.

Ainsi,
3n+1)2+2n+1)4+2=3n*>+2n+1)+2n+2+2.
Puis
=3n2 +6n+3+2n+4,
d’ou

3n+1)2+2(n+1)+2=3n"+8n+T. (2)
Les relations (1) et (2) donnent donc
Unt1 = 3(n+1)>+2(n+1) + 2.

C’est exactement la propriété (P,41).

[ Si (P,) est vraie, alors (P,41) est vraie. La propriété est donc héréditaire. ]

6
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Etape 3 : conclusion

Nous avons montré que :
— la propriété est vraie au rang 0;
— pour tout n € N; si elle est vraie au rang n, alors elle est vraie au rang n + 1.

Par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel n.

Vn € N, U, = 3n* + 2n + 2.

Bilan de ’exercice

Premiers termes ug =2, uy =17, up = 18, ug = 35
Conjecture Up = 3n% +2n + 2
Initialisation Aurang 0 : ug=2=3x02+2x 0+ 2
Hérédité Upi1 = Up +6n+5=3n+1)2+2n+1)+2
Conclusion Vn eN, u, =3n%+2n+2
s 2

Méthode a retenir. Pour conjecturer une formule explicite a partir d’une relation de récurrence :
. calculer plusieurs premiers termes;
. observer les écarts entre termes successifs ;

1
2
3. proposer une formule compatible avec ces valeurs;
4. vérifier la formule sur quelques rangs;

5

. la démontrer ensuite par récurrence.

7
+2 I 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 78 MQU/K'V/;CE MDW



www.allocapschool.com

Suites numériques - Raisonnement par récurrence Exercice 4

Exercice 4 - Inégalité et croissance

Enoncé

On définit la suite (v,) par
vo =1 et Up+1 = V20, + 3.
1) Démontrer par récurrence que
1<w, <3 pour tout n € N.

2) Montrer que

o = —(v, —3) (v, + 1)
T e, F 34,

3) En déduire le sens de variation de la suite (vy,).

1) Démontrer que 1 < v, < 3 pour tout n € N

Nous allons utiliser un raisonnement par récurrence.

Pour chaque entier naturel n, considérons la propriété

(Pn) : 1<v, < 3.
Etape 1 : initialisation
Le premier terme de la suite est
Vo = 1.

Nous devons vérifier que

1< Vg < 3.
Or

1 <1 <3
Donc

1 <oy < 3.

La propriété (Py) est donc vraie.

Etape 2 : hérédité

Supposons que, pour un certain entier naturel n, la propriété (P,) soit vraie. Autrement dit,
supposons que
1<, <3.

1
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Nous devons montrer que
1 S Unt1 < 3.

La relation de récurrence est

Upt1 = V20, + 3.

Borne inférieure. Comme

v > 1,
on obtient, en multipliant par 2 > 0,
2v, > 2.
Puis, en ajoutant 3,
2v, +3 > 5.

La fonction racine carrée étant croissante sur [0, +o0o],

V20, + 3 > /5.

Or
V5> 1.

Donc
Up+1 = V20, +3 > 1.

En particulier,
1 S Un+1-

Borne supérieure. D’autre part, ’hypothese de récurrence donne

v, < 3.
En multipliant par 2 > 0,
2v,, < 6.
Puis en ajoutant 3,
2v, +3 < 9.

Les deux membres étant positifs, on peut prendre leurs racines carrées :

V20, + 3 < V9.

Ainsi,
Upt1 < 3.
Nous avons donc établi
1 S Un+1 < 3.
La propriété (P,.1) est vraie.
2
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Etape 3 : conclusion

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire. Par le principe de récurrence,

Résultat

“v’neN, 1§’Un<3.‘

L’encadrement 1 < v, < 3 sera essentiel dans la suite : il permettra de déterminer le
signe de v,1 — Up.

3
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2) Expression de v, — v,

Nous partons de la relation

Upt1 = V20, + 3.
Ainsi,

Upnt1 — Up = V20, + 3 — vy

Cette expression contient une racine carrée. Pour la simplifier, on multiplie et on divise par

I’expression conjuguée
V2, + 34+ v,.

On obtient
Uptl — Un = V20, + 3 — vy,

(V20, +3 = va) (V20, ¥ 3+ v,
V20n 3+, |

Au numérateur, nous utilisons 1'identité

(a —b)(a+b) =a® — V2.

Avec
a=+2v,+3,  b=u,
on trouve
(\/27}” +3 - vn> (\/27}” + 3+ vn) = (2u, +3) —v2.
Donc

20, +3 — 02

Upt] — Uy, = )
+ V20, + 3+ v,

Il reste a factoriser le numérateur :

2u, +3 — 02 = (v —2u, —3).

v2 =20, — 3 = (v, — 3)(v, + 1),

car
(vp —3) (v, + 1) =02 + v, — 3v, — 3 =102 —2v, — 3.

Par conséquent,
20, + 3 — 02 = —(v, — 3)(vn + 1).

Finalement,

e = —(vn — 3)(vy + 1)
L T o, - 3+ v,

4
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Lorsqu’une différence contient une racine carrée, comme
VA - B,

le réflexe utile est souvent de multiplier par le conjugué VA + B. Cela permet de faire
disparaitre la racine du numérateur grace a 'identité (a — b)(a + b) = a® — b2

)
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3) Sens de variation de la suite (v,)

Nous allons étudier le signe de

o —(vp — 3) (v, + 1)
e T o, £ 3+ v,

D’apres la question 1, pour tout n € N,
1<, <3.

Etudions séparément le signe de chaque facteur.

Signe de v, — 3

Comme
Up < 3,
on a
v, — 3 < 0.
Donc
—(v, —3) > 0.
Signe de v, + 1
Puisque
Un, Z 17
on obtient
v, +1>2>0.
Donc
v, + 1> 0.
Signe du dénominateur
Nous avons
V2v,4+3>0
et, d’apres la question 1,
v, > 1> 0.
Ainsi,
V20, + 3+ v, >0.
6
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Conclusion sur le signe de la différence

Le numérateur
—(v, = 3) (v, + 1)

est strictement positif, et le dénominateur est lui aussi strictement positif. Donc
Upt1 — Unp > 0.

Ainsi,

Upt1 > Un pour tout n € N.

(v,) est strictement croissante.

Vérification sur les premiers termes

Cette vérification n’est pas une démonstration, mais elle permet de visualiser le comportement

de la suite.
On a
Vg = 1.
Puis
v =v2x 143 =15~ 2236.
Ensuite,
vy = /25 + 3 & 2,734.
Ainsi,

1:2)0<1)1<’02<3,

ce qui est cohérent avec les résultats démontrés.

Bilan final

Nous avons établi que

Vn € N, 1§vn<3,‘

que

—(vp, — 3)(vp + 1)
20, + 3+ v,

Un41 — Up =

I

et que cette différence est strictement positive. Par conséquent,

(v,) est strictement croissante.

7
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Suites numériques - Raisonnement par récurrence Exercice 4

La démarche complete est typique des exercices de suites récurrentes :

1. montrer qu’'une suite reste dans un intervalle par récurrence;
2. transformer v, 1 — v, ;

3. utiliser '’encadrement obtenu pour étudier son signe ;

4

. en déduire la monotonie.

8
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Partie A - Raisonnement par récurrence

Exercice 5 - Bernoulli et estimation

Enoncé

1. A l'aide de l'inégalité de Bernoulli, montrer que, pour tout n € N,
1,02" > 1+ 0,02n.
2. En déduire un entier n garantissant
1,02" > 2.

3. Cette valeur est-elle le plus petit rang possible ? Vérifier a la calculatrice.

Rappel : I’inégalité de Bernoulli

Pour tout réel x > —1 et tout entier naturel n, I'inégalité de Bernoulli affirme que

(14+2)" > 1+ nax.

Cette propriété est particulierement utile lorsque 1’on veut obtenir rapidement une estimation
simple d’une puissance de la forme (1 + x)".

Dans cet exercice,
1,02 =1+ 0,02.

Nous allons donc appliquer Bernoulli avec
x = 0,02.

Comme 0,02 > —1, toutes les conditions d’application sont satisfaites.

1) Montrer que 1,02" > 1+ 0,02n

Pour tout n € N, I'inégalité de Bernoulli donne
(1+2)" > 1+ nz.

En choisissant

x = 0,02,
on obtient
(140,02)" > 1+n x 0,02.
Or
140,02 =1,02.
Donc

1,02" > 1+ 0,02n.

1
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Résultat

-

Pour tout entier naturel n,

1,02" > 1+0,02n. |

J

-

L’intérét de Bernoulli est qu’il remplace ici une puissance difficile a comparer directement
par une expression affine beaucoup plus simple :

Il sera donc facile de chercher une valeur de n pour laquelle cette borne inférieure dépasse

2,

1+ 0,02n.

&

+212664701592
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2) Trouver un entier n garantissant 1,02" > 2

Nous savons que
1,02" > 1+ 0,02n.

Pour étre certain que
1,02" > 2,

il suffit donc d’imposer que la borne inférieure elle-méme soit au moins égale a 2 :
140,02n > 2.

Résolvons cette inégalité pas a pas.

On soustrait 1 aux deux membres :
0,02n > 1.

Puisque 0,02 > 0, on peut diviser les deux membres par 0,02 sans changer le sens de l'inégalité :

S 1
n> —.
— 0,02
Or 5 )
2 = — = —
0,0 100 50’
donc .
Alinsi,
n > 50.

En particulier, pour n = 50, Bernoulli donne
1,02°° > 1+ 0,02 x 50.
Calculons le membre de droite :
140,02x50=1+1=2.

Donc
1,025 > 2.

Résultat

Un entier garantissant 1'inégalité demandée est
n = 5H0.

Plus généralement, tout entier n > 50 garantit

- J

Point important

Le mot « garantissant » est important. L’inégalité de Bernoulli fournit une condition
suffisante : si n > 50, alors on est certain que 1,02" > 2. Cela ne signifie pas encore que 50
soit le plus petit entier pour lequel I'inégalité est vraie.

N

-

3

+2 I 2 6 64 7 01 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 78 MOU/'KY’;CE MDW



www.allocapschool.com

3) La valeur 50 est-elle le plus petit rang possible ?

Nous allons maintenant vérifier directement a la calculatrice les puissances de 1,02 autour du
premier franchissement de la valeur 2.

La suite
a, = 1,02"

est strictement croissante, car 1,02 > 1. Il suffit donc de repérer deux rangs consécutifs tels que

1,02 <2 et 1,02" > 2.

A la calculatrice, on obtient :
1,02% ~ 1,99988955,

donc
1,02% < 2.

Au rang suivant,
1,02°¢ ~ 2,03988734,

donc
1,02%¢ > 2.

Ainsi, le rang 35 ne convient pas, tandis que le rang 36 convient. Comme la suite (1,02") est
croissante, aucun entier inférieur ou égal a 35 ne peut convenir.

Résultat

Le rang obtenu avec Bernoulli,
150},

n’est pas le plus petit rang possible.
Le plus petit entier n tel que
1,02" > 2

est
n = 36.

4
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Pourquoi Bernoulli donne-t-elle 50 alors que le minimum
est 367

Il n’y a aucune contradiction. Bernoulli fournit une minoration :
1,02" > 1+ 0,02n.

La quantité 14 0,02n augmente de facon linéaire, alors que 1,02" augmente de facon géométrique.
La puissance finit donc par croitre plus vite que sa borne de Bernoulli.

Par exemple, au rang 36, la borne de Bernoulli vaut seulement
140,02x36=140,72=1,72.

Bernoulli permet donc d’affirmer
1,023 > 1,72,

mais cette estimation est trop grossiére pour prouver a elle seule que 1,023 > 2.

La calculatrice montre pourtant que

1,023 ~ 2,03988734 > 2.

Une estimation peut étre correcte sans étre optimale. Ici, Bernoulli donne une valeur stire,

n = 50, tandis que la vérification numérique permet de trouver le premier rang exact,
n = 36.

Bilan final

Etape Résultat

Bernoulli 1,02" > 1+ 0,02n pour tout n € N
Valeur suffisante n = 50 garantit 1,02" > 2
Vérification 1,02% =~ 1,99988955 < 2
Premier rang exact 1,0230 ~ 2,03988734 > 2, donc

Méthode a retenir

Lorsqu’une question demande d’utiliser 1'inégalité de Bernoulli pour estimer une puissance :
1. écrire la base sous la forme 1+ x;

2. appliquer
(1+2)" > 1+ nx;

3. résoudre 'inégalité obtenue sur la borne 1+ nz;
4. distinguer une valeur suffisante du plus petit rang exact;
5. si 'énoncé le demande, utiliser la calculatrice pour déterminer ce premier rang exact.

Raisonnement par récurrence - Inégalité de Bernoulli - Estimations

5
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Raisonnement par récurrence Exercice 6 - Divisibilité

Exercice 6 - Divisibilité

Raisonnement par récurrence

Enoncé

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

7"+ _ 1 est divisible par 6.

Correction détaillée

Nous devons démontrer une propriété portant sur tous les entiers naturels n. La méthode demandée
est donc le raisonnement par récurrence.

Pour tout n € N, posons la propriété

(P) : 7" — 1 est divisible par 6.

Dire que 7"t — 1 est divisible par 6 signifie qu’il existe un entier ¢ tel que
71 = 6.

Nous allons vérifier successivement I’initialisation puis I’hérédité.

1. Initialisation

Le premier entier naturel est n = 0. Il faut donc vérifier (Fp).

Pour n =0,
W 1=7'-1=7-1=6.
Or
6=06x1,
et 1 €Z.
Ainsi, 7' — 1 est divisible par 6.
[ La propriété (Fy) est vraie. j

2. Hypothese de récurrence

Soit n € N. Supposons que la propriété (P,) soit vraie.

Cela signifie que

7"+ _ 1 est divisible par 6.

Autrement dit, il existe un entier g € Z tel que

71 = 6q.

Cette égalité est notre hypothése de récurrence. Nous devons maintenant montrer que la propriété
est vraie au rang suivant n + 1.

1
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Raisonnement par récurrence Exercice 6 - Divisibilité

3. Hérédité
Au rang n + 1, la propriété & démontrer est
(Poy1) : 7D est divisible par 6.

C’est-a-dire

7"+2 _ 1 est divisible par 6.

Partons de I'expression a étudier :
7n+2 -1

On écrit
TR =7 x 7

donc
T2 =7 x 71,

Pour faire apparaitre I’expression 7"*t! — 1 présente dans I’hypotheése de récurrence, on ajoute et on
retranche 7 :
Tx T 1 =7x 7" —746.

On factorise les deux premiers termes par 7 :
71 =7(7" — 1) +6.
D’apres ’hypotheése de récurrence,
71 = 6.
En remplacant dans I'expression précédente, on obtient
7" 1 ="7(6q) + 6.

Donc

72 1 =42 +6.
On factorise par 6 :

T2 1 =6(7q+ 1).
OrqgeZ,donc 7g+1 € Z.

Ainsi, 7"*? — 1 est bien un multiple de 6.

[ Si (P,) est vraie, alors (P,41) est vraie. La propriété est donc héréditaire. ]

4. Conclusion par récurrence

Nous avons montré que :
— (Py) est vraie;
— pour tout n € N, si (P,) est vraie, alors (P,41) est vraie.

D’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel n.

vneN, 6] (7 -1).

Autrement dit, pour tout entier naturel n, 7°t! — 1 est divisible par 6.

2
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Raisonnement par récurrence Exercice 6 - Divisibilité

Vérification sur quelques valeurs

Ces calculs ne remplacent pas la démonstration, mais permettent de vérifier le résultat sur les premiers
rangs.

Pour n =0 :
—1=6=6x1.
Pourn=1":
72-1=49-1=48 =6 x 8.
Pour n =2 :
73 -1=2343—1=2342 =6 x 57.
Pour n =3 :

74 — 1 =2401 — 1 = 2400 = 6 x 400.

On observe bien que chaque résultat est un multiple de 6.

Pour démontrer par récurrence une divisibilité du type
A, est divisible par d,

on peut écrire I’hypotheése de récurrence sous la forme
Ap=dq  (q€Z),

puis transformer A, 1 de maniére a faire apparaitre A,. Il suffit alors de montrer que A, 11 peut
s’écrire sous la forme d x (entier).
Dans cet exercice, I'identité essentielle est

T 1=7(T"" —1) +6.

Elle permet d’utiliser directement I’hypothese de récurrence.
N J

Bilan final

La démonstration suit exactement les trois étapes fondamentales d’une récurrence :
1. Initialisation : la propriété est vraie pour n = 0.
2. Hérédité : (P,) = (Put1)-
3. Conclusion : la propriété est vraie pour tout n € N.

Ainsi,

7n+1

— 1 est divisible par 6 pour tout n € N.

3
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Partie B - Limites de suites Exercice 7

Partie B - Limites de suites

Exercice 7 - Limites usuelles

Déterminer les limites suivantes lorsque n tend vers +oo.
1. ap =5n%2—3n+7.

2. by =4— /.

5. €n:m.

6. fo=(—1)"

Pour la derniére suite, justifier soigneusement pourquoi elle ne converge pas.

Correction détaillée

1) Limite de a, = 5n* —3n +7

Lorsque n — +00, le terme dominant du polynéme est 5n2. Pour rendre cela complétement visible, on
factorise par n? :

Or 5 .
——0 et — — 0,
n n
donc 5 .
5——+—2H5.
non

En particulier, cette parentheése reste strictement positive et proche de 5 lorsque n est grand. De plus,
n? —s +00.

Ainsi le produit tend vers +o0 :

[ lim a, = +oc. }
n—-+00

Méthode a retenir. Pour un polynéme en n, le terme de plus haut degré commande le comportement
a Dinfini. Ici, 5n? est positif et tend vers +oc.

2) Limite de b, =4 — \/n

On sait que
Vn —s 4oo0.
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Exercice 7

Par conséquent,

Ajouter la constante 4 ne change pas le caractére infini de cette limite. Ainsi,

—/n — —oo.

4— /i — —oo.

On peut aussi le voir de maniére tres concrete : plus n devient grand, plus y/n devient grand, donc 4 — \/n
devient négatif avec une valeur absolue de plus en plus grande.

lim b, = —occ.
n—-+o0o
.. 3 2
3) Limite de ¢, = — + —
n o \n
On étudie séparément les deux termes.
Comme
n — 400,
on a
1
- — 0,
n
donc
3
- — 0.
n
De méme,
Vn — oo,
donc
! — 0
vn ’
et par conséquent
2
— — 0.

NLD

La limite d’une somme est la somme des limites lorsque celles-ci existent et sont finies. Ainsi,

lim ¢, =

n—-+o0o

n—+oo N

32 B

lim ¢, =0.
n—-+o0o

4) Limite de d,, = (2 + 1) (n*+1)

n

Etudions les deux facteurs :

et

1
24 = —2
mn

n?+1— +oo.

Le premier facteur tend donc vers le nombre strictement positif 2, tandis que le second tend vers +oo.

Leur produit tend alors vers +oc.

+212664701592
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Partie B - Limites de suites Exercice 7

On peut également obtenir une minoration trés simple. Pour tout n > 1,

>2 et n?+1>0.

2+

SRS

Donc L
d, = <2+ n) (n? +1) > 2(n2 + 1).

Or
2(n* +1) — +oo.

Ainsi, par comparaison,

dy — 4o00.
[ lim d,, = 4. }
n—+4o0o
. . 5)
5) Limite de ¢, = -——
2—n
Le dénominateur tend vers —oo car
n? — +o00 — 2 —n? — —oc0.

Pour rendre la limite encore plus claire, écrivons

5 5
en = = — .
"o p2 n2 —2

Pour n >2,onan?—2>0, et
n?—2 — 4oc.

Donc
5

n2 —2

— 0,

d’ou .
— 0.
n2 —2

Les termes sont négatifs a partir de n = 2, mais ils se rapprochent de 0.

[ lim e, =0. }
n—-+00

6) Etude de f, = (—1)"

Calculons quelques termes :

f0:17 f1:_17 f2:17 f3:_17
Ainsi,

1, si n est pair,
fn = {

—1, sin est impair.

La suite oscille donc indéfiniment entre 1 et —1.
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Exercice 7

Justification rigoureuse de la non-convergence

Supposons, pour obtenir une contradiction, que (f,,) converge vers un réel /.

1
Prenons € = ok D’apres la définition de la convergence, il existerait un entier IV tel que, pour tout n > N,

1

Choisissons alors un entier pair p > N et un entier impair ¢ > N. On a

Donc

Par Iinégalité triangulaire,

Ainsi,

ce qui est impossible.

fr=1 et fqo=—L

et

1
-1-1 <
—1-d<y

1
1-4 < -
-t <

1= (DI <=+ [ = (=1)].

1 1
2<-+-=1
2+2 ’

Notre supposition est donc fausse : la suite (f,) ne converge pas.

[

‘La suite f, = (—1)" est divergente.

|

Interprétation. Les termes d’indice pair valent toujours 1 et ceux d’indice impair valent toujours —1.
Ils ne peuvent donc pas tous se rapprocher d’un méme nombre réel.

Bilan final

Suite Expression Limite
an 5n2 —3n+7 +o00
by, 4—+/n —00

3 N 2 0
c 242
" n_ Jn
T
dy, (2 + ) (n?2+1) +00
n
)
en 5 2 0
fn (=)™ divergente

Réflexes essentiels pour les limites de suites :

utiliser % —~0et -

ﬁ—>0;

le produit tend vers +o00;

+212664701592

pour un polyndéme, repérer le terme de plus haut degré;

pour une fraction, étudier séparément numérateur et dénominateur ;

4
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lorsqu’un produit contient un facteur tendant vers un réel strictement positif et un autre vers +oo,

une suite qui oscille durablement entre deux valeurs distinctes ne peut pas converger.
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Suites numériques - Limites Exercice 8

Partie B - Limites de suites
Exercice 8 - Reconnaitre les formes indéterminées

Enoncé

Sans chercher encore a calculer les limites, indiquer lesquelles conduisent directement a une limite
et lesquelles présentent une forme indéterminée. Préciser alors son type.

1. n?+4n
2. n—5yn
2n? 4+ 1
n+4

3n+ 2
5n —1

5. (i”) (n* —3)
Vn+1-n

Idée clé

=)

Avant de transformer une expression, on commence toujours par regarder séparément le

comportement de ses différentes parties lorsque n — +00. On remplace mentalement chaque
partie par son comportement : 0, un réel non nul, +00 ou —oo. On identifie ensuite la forme
obtenue.

Rappel : qu’appelle-t-on une forme indéterminée ?

Une forme indéterminée est une forme pour laquelle les regles usuelles sur les limites ne permettent
pas de conclure immédiatement. Il faut alors transformer I'expression avant de pouvoir calculer la
limite.

Les formes indéterminées les plus fréquentes dans ce chapitre sont notamment

o0
< [z [0xoec) -

0

En revanche, des formes telles que

1

+00 + 400, 2 X (+00), —
+00

ne sont pas indéterminées : elles permettent de conclure directement.
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Suites numériques - Limites Exercice 8

1) n? + 4n

Lorsque n — 400, on a

n? — 400
et
4n — +o0.
L’expression est une somme :
n? + 4n.
On obtient donc la forme
(+00) + (+00).

Cette forme n’est pas indéterminée : la somme de deux quantités qui tendent vers 4oo tend
elle-méme vers +oo.

Conclusion

La suite n? + 4n conduit directement & une limite. La forme est

ECEEEY

qui n’est pas une forme indéterminée.
& J

2) n — 54/

Etudions séparément les deux termes.

Lorsque n — 400,

n — +00.
De plus,
Vn — 400,
donc, puisque 5 > 0,
5v/n — +00.

L’expression est une différence :
n — 5v/n.

On obtient alors symboliquement
+00 — (+OO),

c’est-a-dire la forme

On ne peut surtout pas écrire +00 — (+00) = 0. Le symbole co n’est pas un nombre réel.
Deux quantités peuvent toutes les deux tendre vers +o0o tout en grandissant a des vitesses
différentes.
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Suites numériques - Limites Exercice 8

Conclusion

La suite n — 5y/n présente la forme indéterminée

o0 — 0.

Il faudrait donc transformer I’expression pour calculer sa limite, mais ce calcul n’est pas

demandé ici.
g J

2n2 +1
gy 21
n+ 4

Commencons par le numérateur :

om?+1.
Comme
n? — “+00,
on a
2n? = 400
puis
2n? +1 — +o0.
Etudions maintenant le dénominateur :
n—+4 — +oo.
Le quotient a donc la forme
400
400

Cette forme est indéterminée. En effet, savoir seulement que le numérateur et le dénominateur
tendent tous les deux vers 400 ne suffit pas : il faut comparer leurs vitesses de croissance.

Conclusion

La suite
2n? +1
n+4
présente la forme indéterminée
00
<!
- /

3In + 2
S5n —1

4)

Au numérateur,
3n+2 — +o0.

Au dénominateur,
om—1 — 4o0.
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Suites numériques - Limites Exercice 8

Ainsi,
3n + 2
Sn —1

se présente sous la forme

Méme si le numérateur et le dénominateur sont ici tous les deux du premier degré, on doit
d’abord reconnaitre la forme 2=. Le calcul effectif de la limite viendrait seulement dans une
étape suivante.

La quatriéeme suite présente également la forme indéterminée

5) (% +2) (n? — 3)

Etudions séparément les deux facteurs.

Pour le premier facteur,
1
- —0,
n

donc

1
—+2— 2.
n

Le premier facteur tend donc vers un réel strictement positif et non nul.

Pour le second facteur,
n? — +00,

donc
n? —3 — +oo.
Le produit est donc de la forme
2 x (+00).
Comme 2 > 0, cette forme conduit directement a +o0o. Il ne s’agit pas d’une forme indéterminée.

Conclusion

La suite 1
249 2_
(5 +2) @ -9)

conduit directement & une limite. La forme est

2 x (+0) |

qui n’est pas indéterminée.
g J
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6) vn+1—+/n

Lorsque n — +o0,

Exercice &

n+1— +oo,
donc

vn+1— +00.

D’autre part,
Vn — +oo.

L’expression

vVn+1—+/n
est donc de la forme

+00 — ("—OO),

c’est-a-dire

o0 — Q.

Dans un calcul ultérieur, une différence de deux racines carrées suggere souvent 1'utilisation
de I'expression conjuguée. Mais ’exercice demande ici seulement de reconnaitre la forme,

donc on s’arréte a ce stade.
(G J

Conclusion

La sixieme suite présente la forme indéterminée

o0 — Q0|

Ve
G

Bilan complet

N° Expression Forme obtenue Nature
1 nP+4n +00 + 00 Directe
2 n-5/n 00 — 00 Indéterminée
2n? +1
3 net e Indéterminée
n+ 4 00
an + 2 o0 , .,
4 — Indéterminée
51% -1 00
5 (— - 2) (n? —3) 2 X (+00) Directe
n
6 Vvn+l—+yn 00 — 00 Indéterminée

+212664701592
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Suites numériques - Limites Exercice 8

Conclusion

Les expressions qui conduisent directement a une limite sont les numéros

[Tets]

Les expressions qui présentent une forme indéterminée sont les numéros

PERT]

Plus précisément,

|2et6: oo—oo|

et

3et4d:

813

Méthode a retenir

Pour reconnaitre correctement une forme indéterminée :
1. étudier séparément la limite de chaque morceau de ’expression ;
2. remplacer chaque morceau par son comportement (0, réel, +00, —00);
3. identifier la forme obtenue ;
4. ne transformer I'expression que si cette forme est indéterminée.

Le mot « indéterminée » ne signifie pas que la limite n’existe pas. Il signifie seulement

qu’on ne peut pas conclure immédiatement avec les regles élémentaires sur les limites. Une
transformation supplémentaire est nécessaire.

+2 I 2 6 64 7 01 5 9 2 coat/‘eucctga/'re/ecgenfec@gmw‘/. cor 78 MOU/'KY’;CE MDW



www.allocapschool.com

Suites numériques Exercice 9

Exercice 9 - Factoriser par le terme dominant

Enoncé

Déterminer les limites suivantes :
1. u, =4n®> — > +2n—5;
2. v, = —2n* 4+ 513 4+ n;
3. wy, =3n —8y/n;
4. t, =n®—3ny/n+ 1.

Dans toute la correction, on étudie les limites lorsque n — +o0.

Idée clé

Pour une somme contenant plusieurs puissances de n, on cherche le terme qui croit le plus
vite puis on le met en facteur. Le facteur restant tend généralement vers une constante
non nulle, ce qui permet de conclure sans ambiguité.

1) Limite de u, = 4n® — Tn® +2n — 5

La plus grande puissance de n est n3. On factorise donc par n? :

U, =4n® —m?+2n -5

Or
n® — +o0, — =0, % 0, ig—>0
n n n
Donc
4—z+£—i—>4

Comme 4 > 0, la parenthese est positive a partir d’un certain rang. Ainsi le produit se comporte

comme un nombre positif proche de 4 multiplié par n?.

lim w, = +o0|.
n—-+o0o

2) Limite de v, = —2n' +5n® +n

La plus grande puissance de n est n*. On écrit

v, = =20t +5n2+n

5 1
:n4<—2++3)

n o n

1
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Suites numériques Exercice 9

On a
n4 — +00
et

5 1
—24+ =4+ — o -2,
n n

La parenthese tend donc vers un nombre strictement négatif. Elle est négative a partir d’un
certain rang. Par conséquent, une quantité positive qui devient arbitrairement grande est
multipliée par une quantité négative proche de —2.

lim v, = —o0|.
n——+o0o

3) Limite de w, =3n —8y/n

Le terme n croit plus vite que \/n. Pour le faire apparaitre, on remarque que

1
\/ﬁ—n%.

Ainsi
w, = 3n —8/n
8
= 3——|.
Or )
Donc

8
3———>3>0.

NG

La parenthese est donc positive a partir d’un certain rang, et

lim w, = +o0|.
n—-+o0o

4) Limite de t, = n? — 3n/n + 1
On met n? en facteur. Pour cela, on écrit

1
3ny/n = 3n2%.

D’ou
t, =n% —3nv/n+1

3 1
21— — .
n( \/ﬁ+n2

2
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Suites numériques Exercice 9
Or
n° — +oo, — — 0, — — 0.
Vn n?
Par conséquent,
3 1
l-—+——1>0.
Vno on?

La parenthese reste donc positive pour n suffisamment grand.

lim ¢, = +oco].

n—-+400
Bilan final
Suite Limite
Up =4n3 —?+2n —5| +oo
vy = —2n* +5n3 +n —00
w, = 3n —8y/n +o0
t, =n*—3ny/n+1 +00

Le terme dominant fixe le comportement de la somme. Apres factorisation, il faut toujours
étudier la limite du facteur entre parentheses et surtout son signe. Si ce facteur tend
vers une constante positive, le signe du terme dominant est conservé; s’il tend vers une
constante négative, le signe est inversé.

3

+2 I 2 6 64 7 01 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 78 M@U/KV/;CE MDW



www.allocapschool.com

Exercice 10 - Quotients de polynémes

Correction complete et détaillée

Enoncé

Déterminer les limites suivantes lorsque n — +00 :
5n% —3n + 1
2n2 + 7
an® +n
2n? — 1
—3n%+5
n3 +2n
2n+1
4—n

Pour un quotient de polynémes, la méthode la plus sire consiste a repérer le plus grand
degré au numérateur et au dénominateur, puis a diviser tous les termes par la plus grande
puissance de n adaptée. On utilise ensuite les limites usuelles

3.

4.

1 1 1
— =0, — — 0, — — 0.
n i n3
1) Premieére limite
On étudie
5n? —3n + 1

A, =
2n2 +7

Le numérateur et le dénominateur sont tous les deux de degré 2. On divise donc tous les termes
par n? :

On simplifie :

Lorsque n — +o0,

Par conséquent,

et
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Comme la limite du dénominateur vaut 2 = 0, on peut passer a la limite dans le quotient :

. 5n? —3n+1 5
lim ——M— = —.
n—+oo 2% 47 2

2
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2) Deuxiéme limite

On étudie
4n3 +n

2n? —1
Le numérateur est de degré 3 et le dénominateur de degré 2. Comme le degré du numérateur
est plus grand, on s’attend a une croissance en valeur absolue.

B, =

Factorisons les puissances dominantes :

n2
et
2 2 1
2n —1=n"(2— — |-
n
Ainsi,
B _n3(4+#> A+ 5
"= K=o
Etudions les deux facteurs séparément.
D’une part,
n — +00
D’autre part,
4414 4
g =2
-2

Cette deuxieme quantité tend vers un nombre strictement positif. Ainsi, pour n suffisamment
grand, elle reste positive et proche de 2.

Le produit d'une quantité qui tend vers 400 par une quantité qui tend vers 2 > 0 tend donc
vers +00 :

4nd +n
11m =
n—+too 2n2 — 1

Quand le degré du numérateur dépasse celui du dénominateur d’une unité, le quotient se
comporte comme une constante multipliée par n. Ici,

+00.

4n3
o2 = 2
ce qui explique la limite +oo.

3) Troisiéme limite
On étudie

B -3n%2+5

T34 2n

Le numérateur est de degré 2 et le dénominateur de degré 3. Le dénominateur croit donc plus
vite.

3
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Divisons numérateur et dénominateur par n? :

3n? 5
3 3
Cn — n n
n®  2n
nd  nd
Donc
3 5
__n n?
C, = 9
1+ 3
Lorsque n — +o0,
3 5
—— — 0, — — 0,
n n
donc
3 5
n o n
De plus, )
Comme 1 # 0, on peut passer a la limite :
—3n2+5 B

1m =
n—+oo N3 + 2n

4
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4) Quatriéme limite

On étudie
_ 2n + 1

D, = .
4—n

Le numérateur et le dénominateur sont tous les deux de degré 1.

On divise donc tous les termes par n :

2n 1 1
- + - 24+ -
Dn="d— =71
- — = ——1
n on n
Lorsque n — +o0,
1 4
——0 et ——0
n n
Ainsi,
1
24— =2
n
et 4
——1—= -1
n
Le dénominateur a une limite non nulle. Donc
2 1
lim n = 2.
n—+oo 4 —n
Bilan final
Suite Limite
5n? —3n + 1 5
2n2 +7 2
An3 +n n
m2 — 1 >
—3n’+5 0
n3 + 2n
2n+ 1 9
4—n

Résultat

Pour les quotients de polynomes, il est utile de retenir :
— mémes degrés : la limite est le quotient des coefficients dominants ;
— degré du numérateur plus petit : la limite est généralement 0 ;

— degré du numérateur plus grand : le quotient est non borné en valeur absolue, et il
faut étudier son signe.

La division par la plus grande puissance de n permet de justifier rigoureusement ces
regles.

5
+2 I 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 78 MQU/K'V/;CE MDW



www.allocapschool.com
Suites numériques - Expressions conjuguées Exercice 11

Exercice 11 - Expressions conjuguées

Enoncé

Déterminer les limites suivantes en utilisant, lorsque cela est pertinent, une expression conjuguée :

1. Vn+5—+/n
2. Vn2+3n—n

(i)

1
Y=

Dans tout ’exercice, on étudie les limites lorsque n — +oo.

Lorsque I'on rencontre une différence contenant des racines carrées,
VA - VB,
on multiplie par Iexpression conjuguée v/A + v/B. On utilise alors
(VA—-VB)(VA+VB)=A-B.

Cela transforme souvent une forme du type +00 — 400 en un quotient beaucoup plus simple.
G J

1) Vn+5—+/n

Lorsque n — +o00, on a

Vn+5 — +oo et Vn — +oo.

La différence se présente donc sous la forme
+00 — 00,

qui est une forme indéterminée. Il faut transformer ’expression.

On multiplie et on divise par ’expression conjuguée :

I Ve BV Y VD
ntb == ORI
(n+5)—n

VGRS NG
5
EVCES RSN

Etudions maintenant le dénominateur. Comme

Vn+5— +oo et /n— +oo,

1
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on a

Vn+5+y/n — +oo.

Le numérateur est la constante positive 5. Par conséquent,

5
—— 0.
Vn+5++/n

b (/o5 — /i) =0

n

2
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Suites numériques - Expressions conjuguées Exercice 11

2) Vn?+3n—n

Lorsque n — 400,

vVn?+3n — 400 et n — —+00.
On retrouve encore une forme indéterminée +oo — 400.

On utilise 'expression conjuguée :

ST — (Vn?2+3n—n)(vn?+3n+n)
Vn2+3n+n

n?+3n —n?

- Vn2+3n+n
- 3n
V2t 3n+n

Pour faire apparaitre des quantités qui possédent des limites finies, on factorise n? sous la racine.

Comme n > 0 pour n > 1,
3 3
Vn?+43n = n2<1+>=n 1+ —.
n n

Donc
3n B 3n
\/n2+3n—|—n n 1+%—|—n
B 3n
n(Y1+2+1)
B 3
1+3+1
Or 3
— =0,
n
donc, par continuité de la fonction racine carrée,
3
1+—-—1.
n
Ainsi,
3
I+—-+1—=2
n
Finalement,
3 3
—_— > .
1+3+1 2

lim (\/n2+3n—n) = 2

n—-+oo

3
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({2

On commence par examiner séparément les deux facteurs :

n — +00
et
VT:2—1%VG—1:0
L’expression est donc de la forme
400 % 0,

qui est une forme indéterminée.

La présence d'une différence de racines suggere d’utiliser le conjugué :

,/1+2 1 ,/1+2 1 L+, +1
n - — =n — = ——
n n J1+2+1

(1+2)-1
T o
1+E+1
2
:n—n
1+2+1
B 2
1+2+1
Comme N
— =0,
n
on a
2
1+—-—=1.
n
Par conséquent,
2
\1+—=+1-=2,
n
et donc
2 2
——=1
1+241 2
4 N\
. 2
lim n(\/1+——1) =1
n——+0oo n
o J

Point d’attention

Le produit 400 x 0 ne permet pas de conclure directement. Il faut d’abord transformer
I’expression. Ici, le conjugué fait disparaitre la différence de racines et simplifie exactement

le facteur n.
(G J
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1
Y mri-vm

Le dénominateur vérifie
Vvn—+1—+/n—0.

Mais il est important de connaitre son signe. Pour tout n € N|
n+1>n,

donc

Vn+1>+/n,
vn+1—+/n>0.

Le dénominateur tend donc vers 0 par valeurs positives. On s’attend a une limite +o00, mais on va
le démontrer proprement grace au conjugué.

et par conséquent

On écrit
1 B 1 vn+1+yn
Vntl—yn Vnt+l—ynvn+l+yn
_Vn+l+4n
- (n+1)-n
=vn+1+n.
Or
vn+1— +o0 et Vn — +oo.
Donc

vn+1++v/n — +oo.

1
lim —— =
n—lgll—loo,/n_k _\/,,_,L

—+00

Bilan final

Expression | Transformation principale | Limite

Vn+5—+/n Conjuguée 0

3
vn?+3n—n | Conjuguée puis factorisation 5
n (1/1 + % — 1) Conjuguée 1
1
Conjuguée 400

NS

Réflexe a retenir : dés qu'une limite contient une différence de racines carrées, surtout

sous une forme oo — oo ou lorsqu’une telle différence se trouve au dénominateur, penser
immédiatement a ’expression conjuguée.

5
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Exercice 11 - Expressions conjuguées

Enoncé

Déterminer les limites suivantes en utilisant, lorsque cela est pertinent, une expression conjuguée :

1. Vn+5—+/n
2. Vn2+3n—n

(i)

1
Y=

Dans tout ’exercice, on étudie les limites lorsque n — +oo.

Lorsque I'on rencontre une différence contenant des racines carrées,
VA - VB,
on multiplie par Iexpression conjuguée v/A + v/B. On utilise alors
(VA—-VB)(VA+VB)=A-B.

Cela transforme souvent une forme du type +00 — 400 en un quotient beaucoup plus simple.
G J

1) Vn+5—+/n

Lorsque n — +o00, on a

Vn+5 — +oo et Vn — +oo.

La différence se présente donc sous la forme
+00 — 00,

qui est une forme indéterminée. Il faut transformer ’expression.

On multiplie et on divise par ’expression conjuguée :

I Ve BV Y VD
ntb == ORI
(n+5)—n

VGRS NG
5
EVCES RSN

Etudions maintenant le dénominateur. Comme

Vn+5— +oo et /n— +oo,
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on a

Vn+5+y/n — +oo.

Le numérateur est la constante positive 5. Par conséquent,

5
—— 0.
Vn+5++/n

b (/o5 — /i) =0

n
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2) Vn?+3n—n

Lorsque n — 400,

vVn?+3n — 400 et n — —+00.
On retrouve encore une forme indéterminée +oo — 400.

On utilise 'expression conjuguée :

ST — (Vn?2+3n—n)(vn?+3n+n)
Vn2+3n+n

n?+3n —n?

- Vn2+3n+n
- 3n
V2t 3n+n

Pour faire apparaitre des quantités qui possédent des limites finies, on factorise n? sous la racine.

Comme n > 0 pour n > 1,
3 3
Vn?+43n = n2<1+>=n 1+ —.
n n

Donc
3n B 3n
\/n2+3n—|—n n 1+%—|—n
B 3n
n(Y1+2+1)
B 3
1+3+1
Or 3
— =0,
n
donc, par continuité de la fonction racine carrée,
3
1+—-—1.
n
Ainsi,
3
I+—-+1—=2
n
Finalement,
3 3
—_— > .
1+3+1 2

lim (\/n2+3n—n) = 2

n—-+oo
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({2

On commence par examiner séparément les deux facteurs :

n — +00
et
VT:2—1%VG—1:0
L’expression est donc de la forme
400 % 0,

qui est une forme indéterminée.

La présence d'une différence de racines suggere d’utiliser le conjugué :

,/1+2 1 ,/1+2 1 L+, +1
n - — =n — = ——
n n J1+2+1

(1+2)-1
T o
1+E+1
2
:n—n
1+2+1
B 2
1+2+1
Comme N
— =0,
n
on a
2
1+—-—=1.
n
Par conséquent,
2
\1+—=+1-=2,
n
et donc
2 2
——=1
1+241 2
4 N\
. 2
lim n(\/1+——1) =1
n——+0oo n
o J

Point d’attention

Le produit 400 x 0 ne permet pas de conclure directement. Il faut d’abord transformer
I’expression. Ici, le conjugué fait disparaitre la différence de racines et simplifie exactement

le facteur n.
(G J
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1
Y mri-vm

Le dénominateur vérifie
Vvn—+1—+/n—0.

Mais il est important de connaitre son signe. Pour tout n € N|
n+1>n,

donc

Vn+1>+/n,
vn+1—+/n>0.

Le dénominateur tend donc vers 0 par valeurs positives. On s’attend a une limite +o00, mais on va
le démontrer proprement grace au conjugué.

et par conséquent

On écrit
1 B 1 vn+1+yn
Vntl—yn Vnt+l—ynvn+l+yn
_Vn+l+4n
- (n+1)-n
=vn+1+n.
Or
vn+1— +o0 et Vn — +oo.
Donc

vn+1++v/n — +oo.

1
lim —— =
n—lgll—loo,/n_k _\/,,_,L

—+00

Bilan final

Expression | Transformation principale | Limite

Vn+5—+/n Conjuguée 0

3
vn?+3n—n | Conjuguée puis factorisation 5
n (1/1 + % — 1) Conjuguée 1
1
Conjuguée 400

NS

Réflexe a retenir : dés qu'une limite contient une différence de racines carrées, surtout

sous une forme oo — oo ou lorsqu’une telle différence se trouve au dénominateur, penser
immédiatement a ’expression conjuguée.
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Partie B - Limites de suites
Exercice 12 - Seuil algorithmique

Correction compléete et détaillée

Enoncé

On considere la suite définie par

ug =3 et Up4+1 = 1,4u, + 2.

1. Calculer les quatre premiers termes.
2. Recopier et compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie le premier rang n tel que

u, > A.
def seuil (A):
n =20
u = 3
while
n =
u =
return

3. Déterminer le premier rang a partir duquel u,, > 1000.

1. Calcul des quatre premiers termes

La suite est définie par une relation de récurrence. Pour obtenir un nouveau terme, on remplace donc u,,
dans
Un+1 = 1,4un + 2

par le terme déja connu.

Quels sont les quatre premiers termes 7

Comme la suite commence a 'indice 0, les quatre premiers termes sont

| uo, u1, ug, us.|

Il ne faut donc pas commencer a .
N J

=3}

Nous connaissons déja

Calculons uq :
w1 = 1,4ug + 2

=14 x3+2
=42+2

Donc
Uy = 6,2 .

1
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Calculons ensuite us :
uy = 1,4uq + 2

—1,4%6,2+2
= 8,68 +2
= 10,68.

2= 105]

Ainsi

Enfin,
us = 1,4UQ + 2

=14 x 10,68 + 2
= 14,952 + 2
= 16,952.

(= 16552]

Donc

Les quatre premiers termes sont

Uy = 3, Uy = 6,2, U = 10,68, uz = 16,952.

2
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2. Compléter la fonction Python

On veut que la fonction renvoie le premier indice n pour lequel

=)

Au départ, les variables doivent représenter le terme connu :

n=20 et u=ug=3.

Tant que le terme courant u n’a pas encore atteint le seuil A, c’est-a-dire tant que
u <A,

on doit calculer le terme suivant.

Pour passer du rang n au rang n + 1, on effectue deux opérations :

we )

Lorsque la boucle s’arréte, la condition u < A est devenue fausse. On a donc

u > A.

Comme on a testé les termes dans 'ordre ug, w1, us, . .., le rang obtenu est bien le premier rang recherché.

La fonction complétée est donc :

def seuil (A):

1

2 n =20

3 u = 3

4 while u < A:

5 n =mn+ 1

6 u=1.4 x u + 2

~

return n

Lecture ligne par ligne

— n = 0 : on commence au rang 0;

— u = 3 : u contient la valeur de ug;
— while u < A: : on continue tant que le seuil n’est pas atteint ;
— n = n + 1:on avance d'un rang;

— u = 1.4 *x u + 2: on calcule le terme suivant ;

— return n : on renvoie le premier rang ou u, > A.
-

J

rang.

Ve

Point important

L’ordre des mises a jour est ici cohérent : a l'entrée dans la boucle, u représente u,; apres
l'augmentation de n et le calcul de u, la variable u représente le nouveau terme u, au nouveau

G

3
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3. Premier rang a partir duquel u, > 1000

On applique la fonction au seuil A = 1000 :

seuil (1000)

Elle renvoie

15]

Pour bien comprendre ce résultat, regardons les derniers termes avant le franchissement du seuil.

En poursuivant la récurrence, on obtient notamment :

u14 ~ 883,960546

et
u1s ~ 1239,544764.
Ainsi
u14 < 1000
mais

[ = 100}

Le premier rang demandé est donc bien
n=15|

Résultat

Le premier rang a partir duquel la suite atteint ou dépasse 1000 est

15

Autrement dit,

‘u14 < 1000 < uys. ‘
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Vérification complémentaire par une expression explicite

Cette partie n’est pas nécessaire pour programmer la fonction, mais elle permet de contréler le résultat
obtenu.

La relation
Up4+1 = L 4u, + 2

possede un point fixe ¢ vérifiant

0=1,40+2.

Donc
—0,4¢ = 2, d’ou { = —b.

On introduit alors
Up, = Up + D.

On a
Untl = Upt1 + O
=14u, +2+5
=14u, +7
= 14(up +5)
= 1,4v,.

Ainsi (vy,) est géométrique de raison 1,4. De plus,
Vo=uU+5=3+5=8.

Par conséquent,

v, = 8(1,4)",
et donc
un = 8(1,4)" - 5.
Pour n=14":
uyy = 8(1,4)™ — 5 ~ 883,960546 < 1000.
Pour n =15:

urs = 8(1,4)1 — 5 &~ 1239,544764 > 1000.

La vérification confirme donc exactement le résultat obtenu par l'algorithme.

Bilan final

Question Résultat

Quatre premiers termes uy = 3, u; = 6,2, ug = 10,68, ug = 16,952

Condition de boucle while u < A:
Mise a jour du rang n=n+1

Mise a jour du terme u=1.4%*u+2
Valeur renvoyée return n
Premier rang pour u, >

1000

)
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A retenir

Pour chercher algorithmiquement le premier rang ou une suite dépasse un seuil :
1. initialiser le rang et le terme courant ;

2. répéter le calcul du terme suivant tant que le seuil n’est pas atteint ;

3. arréter dés que la condition voulue devient vraie;

4. renvoyer le rang obtenu.

6
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Suites numériques Exercice 13 - Corrigé détaillé

Partie C - Exercices d’approfondissement

Exercice 13 - Suite arithmético-géométrique

Enoncé

On définit la suite (u,) par
ug =8 et Up4+1 = 0,75uy + 5.

1. Déterminer le réel ¢ vérifiant
£ =10,75¢ + 5.

2. On pose w, = u, — £. Montrer que (w,,) est géométrique.

3. Exprimer w,, puis u,, en fonction de n.

4. Déterminer la limite de (uy,).

5. Retrouver cette limite en justifiant d’abord que (u,) est monotone et bornée.

1. Détermination du réel ¢

Nous cherchons un réel ¢ qui reste inchangé par la transformation
x — 0,752 + 5.

I1 doit donc vérifier

£=0,75¢ + 5.
Soustrayons 0,75¢ aux deux membres :
¢—0,75¢ = 5.
Or
1—-0,75 = 0,25,
donc
0,25¢ = 5.
Comme 0,25 = 711, on obtient
15 =5
4 - )

puis, en multipliant par 4,

¢ = 20.
Résultat

{=20]|

. J

Le nombre /¢ est appelé point fixe de la relation de récurrence. Le fait de soustraire ce point fixe aux
termes de la suite permet souvent de transformer une suite arithmético-géométrique en une suite

géométrique.
\ J
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Suites numériques Exercice 13 - Corrigé détaillé

2. Montrer que (w,) est géométrique

On définit

Wy, = Uy — L.
D’apres la question précédente, £ = 20. Ainsi
Wy, = Uy — 20.
Calculons wy41 :
Wp41 = Upt1 — 20.

La relation de récurrence donne
Up4+1 = 0,75uy + 5.

Donc
Wpy1 = 0,75u, + 5 — 20.

Comme 5 — 20 = —15, on a
Wp+1 = 0,75un — 15.

Nous voulons faire apparaitre u,, — 20. Or
0,75(uy, — 20) = 0,75u, — 0,75 x 20.

Et
0,75 x 20 = 15.

Par conséquent
0,75(u, — 20) = 0,75u,, — 15.

Donc
Wnp+1 = 0,75(Un - 20)

Mais u,, — 20 = w,, d’ou

| w1 = 0,75w,, |

Ainsi, (wy,) est une suite géométrique de raison

Calculons son premier terme :
w0:u0—20:8—20:—12.

Résultat

La suite (wy,) est géométrique de premier terme
wo = —12
et de raison
3
q= 4l
\ J
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Suites numériques Exercice 13 - Corrigé détaillé

3. Expressions de w, puis de u,

Pour une suite géométrique de premier terme wqy et de raison ¢, on a

n
Wy, = Woq' -

Ici,
3
wy = —12 et q= T
Donc
3 n
Or
Wy, = Uy — 20
Ainsi

En ajoutant 20 aux deux membres,

Résultat

Pour tout n € N,
3 n
wy, = —12 (Z)

n
w=2-12(2)]

et

Vérification sur les premiers termes

Pour n=0:
ug = 20— 12 =8,

ce qui correspond bien a la donnée de départ.

Pourn=1: 3
u1:20—12x1220—9:11.

Directement avec la relation de récurrence :
u; =0,75x8+5=6+5=11.

Les deux calculs donnent le méme résultat.
4. Détermination de la limite de (u,)
3 n
n=20—12(- .
! (4)

3
— 1.
’4'<
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Suites numériques Exercice 13 - Corrigé détaillé

Donc la suite géométrique

tend vers O :

Par conséquent,

Ainsi

5. Retrouver la limite par monotonie et bornes

Nous allons maintenant retrouver la méme limite sans utiliser directement la formule explicite obtenue &
la question 3.

a) Montrer que la suite est majorée par 20

Nous montrons par récurrence que
Vn € N, Uy < 20.

Initialisation. Pour n = 0,
ug = 8 < 20.
La propriété est donc vraie au rang 0.

Hérédité. Supposons que, pour un entier naturel n,
uy < 20.
Comme 0,75 > 0, on peut multiplier par 0,75 sans changer le sens de 'inégalité :
0,75u, < 0,75 x 20 = 15.

En ajoutant 5,
0,75u, + 5 < 20.

Or
Upt+1 = 0,75uy, + 5.

Donc
Upt+1 < 20.

La propriété est héréditaire.

Par récurrence,

YneN, wu,<20|

La suite est donc majorée par 20.
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Suites numériques Exercice 13 - Corrigé détaillé

b) Etudier la monotonie
Calculons la différence entre deux termes consécutifs :
Upt1 — Up = 0,75Up + 5 — Up.

Ainsi
Upt+1 — Up = 5 — 0,25u,,.

Comme 0,25 = %,

20 — uy,
Unil = Un = —
Or nous venons de montrer que
Uy < 20.
Donc
20 — uy, > 0.

Par conséquent
Up41 — Up > 0.

et > ]

Ainsi

La suite (uy) est donc strictement croissante.

(up,) est strictement croissante et majorée par 20. Elle est donc convergente.

c) Calcul de la limite a partir de la relation de récurrence

Puisque (u,,) est convergente, notons
L= lim wu,.
n——+o00

La suite décalée (u,41) a la méme limite :

lim wu = L.
n—4o0o ntl

Passons a la limite dans
Up41 = 0,75uy + 5.

On obtient
L =0,75L+5.

C’est exactement 1’équation étudiée dans la premiere question. Donc

L = 20.

On retrouve bien
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Suites numériques Exercice 13 - Corrigé détaillé

Bilan final

3n
n=20—-12( -
U 0 <4>

(uy,) est strictement croissante et majorée par 20

lim wu, =20|
n—-+oo

Pour une suite de la forme u,+1 = au, +b avec a # 1, une méthode tres efficace consiste a chercher le

point fixe ¢ vérifiant £ = af+ b, puis & poser w,, = u,, —¥£. La nouvelle suite (w,,) devient géométrique,
ce qui permet d’obtenir rapidement une formule explicite et la limite.
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Suites numériques Exercice 14

Exercice 14 - Récurrence et convergence

Enoncé. On définit la suite (u,) par

2u, + 3

uy = 2 et Upr] = ———.
" Up, + 2
1) Démontrer par récurrence que

l<u, <2 pour tout n € N.

2) Montrer que
3—u?

Uy +2°

Up+1 — Up =

3) Etudier les variations de (uy,).
4) Justifier que (u,) converge puis déterminer sa limite.

1) Encadrement de u, par récurrence

Nous voulons montrer, pour tout n € N, la propriété

(P,) : 1 <u, <2
Etape 1 : initialisation
Au rang n = 0, on sait que
Uy = 2.

On a donc immédiatement

1<2<L2.
Ainsi,

1 <ug <2.

La propriété (P,) est vraie.

Etape 2 : hérédité

Supposons qu’a un certain rang n € N, la propriété soit vraie, c¢’est-a-dire

1 <u, <2
Nous devons montrer que
1 <upe <2.
Comme u,, > 1, on a en particulier
U, +2>3>0.

Le dénominateur de u,, 1 est donc strictement positif. Nous pouvons comparer les fractions sans
ambiguité de signe.

1
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Suites numériques Exercice 14

Montrons que u,1 > 1

On a
2u, + 3

Uy + 2

Un+1 =
Comme u, + 2 > 0,
Upt1 > 1 <= 2u, +3 > u, + 2.

Or
2u, + 3 — (uy, +2) = up, + 1.

Puisque u,, > 1, on a
U, +1>2>0.

Donc
2U, + 3 > u, + 2,

> 1)

et par conséquent

Montrons que u, 1 < 2
Toujours parce que u, + 2 > 0,
U1 <2 <= 2u, + 3 < 2(u, +2).
Développons le membre de droite :
2(uy, + 2) = 2u, + 4.

L’inégalité devient donc
2u, + 3 < 2u, + 4,

ce qui est vrai puisque
3 < 4.

7]

Alinsi,
Nous avons donc obtenu

1< Up+1 S 2.

La propriété (P, 1) est vraie.

Etape 3 : conclusion

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire. D’apres le principe de récurrence,

Pour tout n € N,

=z

2
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Exercice 14
2) Calcul de u, 1 — uy,
Partons de la relation de récurrence :

2u, + 3
Upp] = )
+1 v + 2
Alors

2u, + 3
Up4+1 — Up =

— Up.
Up + 2
Mettons les deux termes au méme dénominateur :

2u, + 3 — up(u, + 2)
Up+1 — Up =

Uy + 2 )
Développons :
U (Uy + 2) = u2 + 2u,,.
Donc
2u, + 3 — uZ — 2u,
Upy1 — Uy =
n+1 n U, + 2
Les termes 2u,, et —2u,, se simplifient :
3—u?
Upt1 — Uy = .
n+1 n U, + 2
Ainsi,
Résultat
3—u?
Upt1 — Uy = .
n+1 n Uy, + 2
Pour connaitre le sens de variation de (u,), il faut maintenant déterminer le signe de

Upi1 — Up. Le dénominateur u,, + 2 est positif. Tout dépend donc du signe de 3 — ufl

3) Etude des variations de (u,)

D’apres la question 1, nous savons seulement que

1 <u, <2

Cet encadrement ne suffit pas, a lui seul, a décider le signe de

2
3—u,,

car le nombre /3 est situé entre 1 et 2.

Il est donc utile de montrer une propriété plus précise :

u, > V3 pour tout n € N.

+212664701592
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Suites numériques

Exercice 14

Démonstration de u, > /3

Nous procédons par récurrence.

Initialisation. Pour n = 0,
Uy = 2.

Or
2> /3.

Donc

U0>\/§.

Hérédité. Supposons que

u, > V3.
Etudions la différence Upi1 — V3

2u, + 3
nil — V3= — V3.
Un+1 \/— w +2 \/_

Mettons au méme dénominateur :

\/§:2un+3—\/§(un+2).

Unp4+1 — u +2
n

Développons le numérateur :

2y + 3 — V3, — 23 = (2 — V3)u, + 3 — 2V3.

Or
3-2V3=—-V302-V3).
Ainsi
(2= V3)u, +3—2V3 = (2 V3)(u, — V3).
Donc

/5 2=V —V3)|

Up + 2

un+1 -

Etudions le signe de chacun des facteurs :
23>0,

un — V3 >0 par hypothése de récurrence,

et
Uy + 2 > 0.

Par conséquent,
Upi1 — V3 >0,

c’est-a-dire
Up+1 > \/§

La propriété est héréditaire. Donc, pour tout n € N,

u, > V3|
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Exercice 14

Signe de u,.1 — u,

Nous savons que

Comme

on peut élever au carré :
Donc

D’autre part,

Ainsi,

Donc

soit

2
3 —uy

Up41 — Un = .
Up + 2

U, > V3> 0,

u? > 3.

3—u? <0.
U, +2 > 0.

3 —u?

—Q0 < 0.
Uy + 2

Upy1 — Up < 0,

Upt+1 < Up |-

La suite (u,) est strictement décroissante.

+212664701592
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Suites numériques Exercice 14

4) Convergence et détermination de la limite

Nous avons établi deux informations essentielles :

— (uy,) est strictement décroissante ;
— pour tout n € N, u,, > /3.

Ainsi, la suite (u,) est décroissante et minorée par v/3.

D’apres le théoreme de convergence des suites monotones, toute suite décroissante et minorée
est convergente. Il existe donc un réel ¢ tel que

lim u, =/¢.

n—-+oo
De plus,
V3<i<2.
Calcul de la limite
La relation de récurrence est
N 2u, + 3
n+1l — U, + 92 .
Puisque u,, — ¢, on a également
Un+1 — /L.
Comme ¢ > \/3, on a
042> 0.

Nous pouvons donc passer a la limite dans la relation de récurrence :

243

¢ C+2

Multiplions par ¢ + 2 :
00 +2)=20+3.

Développons :
0 4+20=20+3.

En soustrayant 2¢ aux deux membres :
=3

Donc

(=3 ou (= —/3.
Mais £ > /3 > 0. La valeur —/3 est donc impossible.

Finalement,

lim un:\/g.

n—-+o00

6
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Suites numériques Exercice 14

Bilan final

Pour la suite définie par

5 2u, + 3
un = un et —_—
0 T, + 2

on a montré successivement que

T=w 22

puis, plus précisément,

\/§<un§2.
De plus,
3—u?
Upp1 — Uy = L <0,
+1 w12

donc (uy,) est strictement décroissante. Elle est minorée par v/3, donc convergente, et sa limite

est
V3|

Méthode a retenir

Pour une suite définie par une relation de la forme

Up4+1 = f(un)a

les étapes classiques sont souvent les suivantes :

1. trouver un intervalle dans lequel tous les termes restent ;

calculer u, 1 — u, afin d’étudier la monotonie;

si le signe n’est pas immédiat, chercher une borne plus précise;

conclure a la convergence grace au théoreme des suites monotones;

si u, — £, passer a la limite dans la relation de récurrence et résoudre ¢ = f(¢);

SRR o

conserver uniquement la solution compatible avec les bornes déja obtenues.

7
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Exercice 15 - Deux suites adjacentes

Suites numériques - Corrigé complet et détaillé

Enoncé

On définit, pour tout entier n > 1,

un:Z— et vn:un+ﬁ.

1)

2)

3)

4) En admettant le théoreme des suites adjacentes, conclure que (u,) et (v,) convergent vers une
méme limite.

Montrer que (u,) est croissante.
Etudier le signe de vp41 — Up.
Montrer que v, — u, tend vers 0.

Rappel - Suites adjacentes. Deux suites (a,) et (b,) sont adjacentes lorsque 'une est croissante,
l’autre est décroissante et lorsque leur écart tend vers 0. Dans ce cas, elles convergent vers une méme
limite.

1) Montrer que (u,) est croissante

Par définition,

un:lczn:l];_1+212+312+ --+i2
Au rang suivant, )
n
“”“:,;132:1+212+'”+nl2+m11)2'
Ainsi,
un+1:un+(n+11)2.
Donc .

Un+1 — Un = m

Or, pour tout n > 1,
(n+1)% >0,

donc
1
m > 0.
Par conséquent,
Upt+1 — Up > 0,

c’est-a-dire
Up41 > Unp,.

Vn>1, upt1 > uy

La suite (uy,) est donc strictement croissante.

1
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2) Etudier le signe de v, — v,

Nous avons

Au rang n + 1,

1
Unt+1 = Up+1 + el
Or, d’apres la question précédente,
1
Up4+1 = Up + (n+1)72
Donc 1 1
Up+41 = Up + (TL—|—1)2 + ntl
Calculons maintenant la différence :
1 1 1
Untl — Up = | Up + (n+1)2 +7’L—|—1 — Un+ﬁ
1 1 1
— 2 _"_ — —
(n+1)? n+1 n

Mettons les trois fractions au méme dénominateur n(n + 1)? :

1 n

(n+1)2

- n(n+1)2%’

n(n+1)

Ainsi,

Un4+1 — Un

1

n—+1
1_
n

n(n+1)2’

(n+1)?
Con(n+1)2

n+n(n+1)—(n+1)?2
n(n+1)2

_n+nf+n—(n?+2n+1)

Donc

n(n+1)2
-1
n(n+1)2

Un+41

1
n(n+1)2|

— Uy = —

Pour tout n > 1,
n>0

donc

Par conséquent,

Ainsi,

donc

et (n+1)2>0,

n(n+1)% > 0.

coutienccolairelesgenies@gmail.cor
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Vn>1, wvpp < vn\

La suite (v,,) est donc strictement décroissante.

3) Montrer que v, — u, tend vers 0

La définition de v,, donne directement

Up = Up + —.
En soustrayant u, aux deux membres,
1
Up — Up = —.
n
Or,
1
lim —=0
n—+oo n
Donc
lim (vp, —u,) =0
n—)—l—oo( " n)
Remarquons aussi que, pour tout n > 1,
1
— >0,
n

d’ou
VUp — Up > 0,

i < )

et par conséquent

Cette derniére inégalité montre que la suite croissante (uy) reste toujours en dessous de la suite
décroissante (v,,). En méme temps, la distance entre leurs termes de méme rang vaut 1/n et devient
arbitrairement petite lorsque n grandit.

4) Conclusion : les deux suites sont adjacentes

Nous avons établi les trois propriétés suivantes :
— (uy,) est strictement croissante ;
— (vp) est strictement décroissante ;
— v — U, — 0.

Ces trois propriétés sont précisément celles qui caractérisent deux suites adjacentes.

Ainsi,

’ (un) et (v,) sont adjacentes.

D’apres le théoreme des suites adjacentes, elles sont toutes les deux convergentes et ont la méme limite.
Il existe donc un réel £ tel que

lim v, = lim v, =4¢|
n—-+4o0o n—-4oo

Dans cet exercice, il n’est pas demandé de calculer la valeur exacte de £; on doit seulement établir que
les deux suites convergent vers une méme limite.

3
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-

N
Pour tout n > 1 :
1
Un+1 — Up = m >0
Donc (uy,) est strictement croissante.
1
Un+1 — Un = _TL(’I’L-i- 1)2 <0
Donc (vy,) est strictement décroissante.
1
Up —Up =— —0
Donc les deux suites sont adjacentes et
li = i .
e = i v
J

+212664701592
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Partie D - Exercices-bilan de Terminale

Exercice-bilan 1 - Modele de fréquentation

4 N\
Une plateforme compte initialement 12 000 abonnés. Chaque mois, elle conserve 92% de ses abonnés
et en gagne 1500 nouveaux. On note u, le nombre d’abonnés aprés n mois. Ainsi,

up = 12000 et \unﬂ = 0,92u, + 1500 \

Calculer uy et us.
Déterminer le nombre réel L vérifiant L = 0,92L + 1 500.
On pose v, = u, — L. Montrer que (v,,) est géométrique et exprimer u,, en fonction de n.

Etudier le sens de variation de (uy,).

RN R

Déterminer lim wu, et interpréter le résultat.
n—-+00

6. Ecrire un algorithme donnant le premier mois ot le nombre d’abonnés dépasse 18 000.

1) Calcul de u; et us

La relation de récurrence est
Upt1 = 0,92u,, + 1 500.

Pour calculer un terme, on remplace donc u,, par le terme précédent.

Calcul de u,
Au rang n = 0,
u1 = 0,92ug + 1 500.

Comme ug = 12000,
u1 = 0,92 x 12000 + 1 500.

Or
0,92 x 12000 = 11 040.

Donc

u1 = 11040 4+ 1500 = 12540 |.

Calcul de u,
Au rang n =1,
ug = 0,92u; + 1 500.
Ainsi,
ug = 0,92 x 12540 4 1 500.

On calcule
0,92 x 12540 = 11 536,8.

Par conséquent,

uz = 11536,8 + 1500 = 13036,8 |

Apres un mois, la plateforme compte 12540 abonnés. Apres deux mois, le modele donne 13 036,8
abonnés. Le nombre décimal vient du modele mathématique ; dans une situation réelle, un nombre
d’abonnés est bien sir entier.

1
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2) Détermination du nombre L

On cherche le réel L tel que
L =0,92L + 1500.

Regroupons les termes contenant L dans le méme membre :

L —0,92L = 1500.

Donc

0,08L = 1500.
Puisque 0,08 > 0, on peut diviser par 0,08 :

I_ 1 500'
0,08
Or 1500
= 18 750.

0,08 8750

Ainsi,

L =18750]

Le nombre L est appelé ici un point d’équilibre de la relation de récurrence : si un mois on avait
exactement u,, = L, alors

Unt1 = 0,92L + 1500 = L,

et le nombre d’abonnés resterait égal a L le mois suivant.

3) Etude de la suite v, = u, — L

Nous avons trouvé

L = 18750.
On définit donc

Up, = Uy — 18750 |.

a) Montrons que (v,) est géométrique
Par définition,
Un+1 = Up+1 — 18 750.

Or
Un+1 = 0,92u, + 1500.

Donc
Un+1 = 0,92u, + 1500 — 18 750.

Calculons la constante :
1500 — 18 750 = —17250.

Mais
0,92 x 18 750 = 17 250.
Ainsi,
Un+1 = 0,92u,, — 0,92 x 18 750.

On factorise par 0,92 :
Vnt1 = 0,92(u,, — 18 750).

2
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Or u, — 18750 = v,,. Donc

| vnt1 = 0,920,

La suite (vy,) est donc géométrique de raison
q=0092].

b) Calcul de vy

vy = ug — 18 750 = 12000 — 18 750 = —6 750.

vg = —6 750 |.

Donc

c) Expression de v,
Pour une suite géométrique de premier terme vy et de raison ¢,
n
Up = Voq".

Ici,

vy = —6750(0,92)" |

d) Expression de u,

Comme

Up = Up — 18750,
on a

Uy, = U, + 18 750.
Ainsi,

up = 18750 — 6750 (0,92)" |

3
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4) Sens de variation de (u,)

Nous allons utiliser ’expression explicite obtenue :
u, = 18750 — 6750(0,92)".

Comme
0<0,92<1,

la suite géométrique ((0,92)") est strictement décroissante et positive.

En multipliant par —6 750 < 0, le sens de variation s’inverse :
—6750(0,92)"

est strictement croissante.

En ajoutant la constante 18750, on ne change pas le sens de variation. Donc

‘ (up) est strictement croissante. ‘

On peut également le vérifier directement. On a

Up41 — Uy = 0,921, + 1500 — uy,.

Donc
Up4+1 — Up = 1500 — 0,08uy,.
Or
1500 = 0,08 x 18 750,
d’ou

Unt1 — Up = 0,08(18 750 — uy,).

D’apres 'expression explicite,
18 750 — u,, = 6750(0,92)" > 0.

Donc

Upt1 — Up > O‘.

Nous retrouvons bien que (uy,) est strictement croissante.

Pour tout n € N,
up < 18750,

car 6750(0,92)" > 0. La suite augmente donc vers le niveau d’équilibre sans le dépasser.

5) Limite de (u,) et interprétation

Nous savons que
u, = 18750 — 6 750(0,92)".

Puisque
0<0,92 <1,

la suite géométrique ((0,92)") tend vers O :

lim (0,92)" = 0.

n—-+o0o

Par multiplication par une constante,

lim —6750(0,92)" = 0.

n—-+oo

Ainsi,

lim wu, = 18750

n——+o00

4
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Interprétation

Selon ce modeéle, au fil des mois, le nombre d’abonnés se rapproche de plus en plus de

18750}

11 s’agit de la valeur d’équilibre du modele : les pertes mensuelles dues aux 8% d’abonnés non conservés
finissent par compenser exactement les 1 500 nouveaux abonnés ajoutés chaque mois.

En effet,
8% de 18750 = 0,08 x 18 750 = 1 500.

A ce niveau, perdre 1500 abonnés puis en gagner 1500 laisse 1'effectif inchangé.

)
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6) Premier mois ou le nombre d’abonnés dépasse 18000

Nous cherchons le plus petit entier n tel que

up > 18000.

a) Algorithme en Python

On part du rang 0 et de ugp = 12000. Tant que le nombre d’abonnés ne dépasse pas 18 000, on calcule le
terme suivant.

def premier_mois():
n=20
u = 12000
while u <= 18000:
u=0.92 x u + 1500
n=n+1
return n

L’instruction
while u <= 18000:

signifie : tant que u est inférieur ou égal a 18000, continuer les calculs. La boucle s’arréte donc dés que
u > 18 000.

b) Vérification du premier rang

L’algorithme donne
n =27

Vérifions les deux rangs voisins a ’aide de la formule explicite
u, = 18750 — 6 750(0,92)".

Pour n = 26,
ugg ~= 17977,70 < 18 000.

Pour n = 27,
uo7 ~ 18 039,48 > 18 000.

Ainsi, le seuil n’est pas encore dépassé au bout de 26 mois, mais il ’est au bout de 27 mois.

Le premier mois pour lequel le nombre d’abonnés dépasse 18 000 est donc

6
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Bilan général

Résultat Valeur obtenue
Premiers termes up = 12540 et us = 13036,8
Point d’équilibre L =18750
Suite auxiliaire Uy, = Up — 18750
Nature de (vy,) géométrique de raison 0,92
Expression de v, v, = —6750(0,92)"
Expression de u, u, = 18750 — 6 750(0,92)"
Variation de (u,) strictement croissante
Limite nEI—&I-loo U, = 18750
Premier dépassement de n =27
18000

e ~

Méthode a retenir pour une suite arithmético-géométrique u, 1 = au, + b avec a # 1 :
1. Chercher le point fixe L vérifiant L = aL + b.
2. Poser v, = u, — L.
. Montrer que v, 1 = avy, : (vy,) est alors géométrique.

3
4. Ecrire v, = vga”™, puis revenir a .
5

. Utiliser la formule explicite pour étudier variations, bornes et limite.

7
+2 I 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 78 MOU/KTL;CE MDW



www.allocapschool.com

Exercice-bilan 2 - Une suite définie par une fonction

On considere

6
fla) =25 sur (L2
et la suite définie par
ug =1 et Unt1 = [(Un).

1. Etudier les variations de f sur [1,2] et vérifier que f([1,2]) C [1,2].
2. Démontrer par récurrence que 1 < u,, < 2 pour tout n.

3. Montrer que
—(up — 2)(up + 3)

Gnl =t = Up + 2 '
4. En déduire que (u,) converge.
5. Déterminer sa limite.
6. On pose
Uy — 2
Un = Up + 3

Montrer que (v,) est géométrique, puis obtenir une expression explicite de u,,.

r 2
Observation indispensable. Avec les données écrites ci-dessus, les affirmations des ques-

tions 1 et 2 ne sont pas exactes. En effet,

7

donc f([1,2]) n’est pas inclus dans [1, 2] et, puisque ug = 1,

Nous conservons les données de 1’énoncé et résolvons la suite qu’elles définissent effective-

ment. Cela permet aussi de comprendre précisément son comportement.
g J

1. Etude de la fonction f

Pour z € [1,2], on a z + 2 > 0, donc f est bien définie.

Calculons sa dérivée. Comme
T+ 6

f(fE) :m7

la formule de dérivation d’un quotient donne

1-(x4+2)—(x+6)-1

f'(w) = (x4 2)?
Ainsi, ) o A
, _r+2—-—x—-06 -
F@ ==y = o

Or (z +2)* > 0, donc

f(z) <0 sur[1,2].

1
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Par conséquent, f est strictement décroissante sur [1,2].

Comme f est décroissante,
FL,2]) = [£(2), F)].
Or

et

Donc

Comme % > 2, on obtient bien

S(1,2) ¢ 1,2].

[ La fonction est décroissante : 'image d’un intervalle [a, b] est donc [f(b), f(a)]. ]

2. Encadrement correct de la suite

L’encadrement 1 < u,, < 2 est faux, puisque

7

Nous allons montrer I'encadrement correct

7
1§un§§ pour tout n € N.
Initialisation
Au rang 0,
Uy = 1.
Donc
7
I <wup < 3
La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité
Supposons que, pour un entier n € N,
7
Comme f est strictement décroissante sur [1, I], on a

£(3) < Flwa) < 11,

212664701592
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Calculons les deux bornes :

7N 1+6 2 25
f(3>:7+2_13_13 L
3 3
et -
1) =-.
F) =1
Ainsi,
1< 25 < < 7
— < Upip < =
13~ " =3
Donc
1< Un+1 <z
La propriété est héréditaire.
Par récurrence,
7
3. Calcul de u,, 1 — u,
Par définition,
Up + 6
Upi1 = .
i Uy + 2
Donc
Uy + 6
Upi1 — Uy = — Uy,
i Up + 2

On met au méme dénominateur :

 Up 6 — up (U, +2)

Unp1 — Un = U, + 2 .
Développons le numérateur :

un+6—ui—2un:—ui—un+6.
Factorisons :

u? 4w, — 6 = (u, — 2)(u, + 3).

Ainsi,

—uZ —u, +6 = —(u, — 2)(u, + 3).
Finalement,

—(up — 2)(uy, + 3).

Upt+1 — Up =

Uy + 2

Comme u, +2 > 0 et u, +3 > 0, le signe de u,+; — u, est 'opposé du signe de u,, — 2 :

|

Up < 2 = Uprp — Uy > 0,
Up > 2 = Uy — Uy < 0.

La suite se rapproche donc de 2 en passant alternativement de part et d’autre de 2; elle n’est pas

monotone.
Par exemple,
ug =1<2,

Puis
7

U2:f<

3

+212664701592
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7

25
13

3

< 2.
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4. Convergence de la suite

Pour démontrer la convergence, étudions directement la distance entre u,, et 2.

On a
Up + 6

— 2.
Up + 2

Un41 — 2=

Mettons au méme dénominateur :

Up+6 —2u, —4  2—u,

Upt1 — 2 = = .
+1 Uy + 2 Uy + 2
Donc
Uy — 2
Upy1 — 2= —
+1 I
En prenant les valeurs absolues,
s —2| = 22
Upt1 — 2| =
1 Uy, + 2
Or, d’apres I'encadrement précédent,
Uy > 1,
donc
Uy, +2>3

Par conséquent,

1

En répétant cette inégalité,
1 n
luy — 2| < (3) lug — 2.

Comme uy =1,
|U0 — 2| = ]_,

17’L
0<lu,—2/<(=) .
< fu ‘—<3>

3

|up, — 2| — 0.

d’ou

Or

Par le théoreme des gendarmes,
Ainsi,
Uy — 2.

La suite (u,) est donc convergente.

5. Détermination de la limite

Le résultat précédent donne déja

lim u, = 2.
n—-+4o0o

4
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On peut aussi le retrouver par passage a la limite. Si uw,, — ¢, alors également u,,; — (. La
fonction f étant continue sur l'intervalle contenant tous les termes,

€_€+6
42
Comme ¢ + 2 > 0, on multiplie par £+ 2 :
(l+2)=10+6.
Donc
2 +20=10+6,
soit
P+0—-6=0.

On factorise :

(—2)(¢+3)=0.
Ainsi,

/=2 ou ¢=-3.

Mais u,, > 1 pour tout n, donc la limite ne peut pas étre —3. Finalement,

6. Etude de v, et expression explicite de u,

On pose
Uy — 2
Un = Up + 3
Calculons v, 1 :
Dy = L1 =2
Un+1 +3
Nous avons déja trouvé
2 —u, Uy — 2
Unty =2 = U +2 u, +2
Calculons maintenant w,,q + 3 :
Uy + 6 U, + 6+ 3u, +6
un+1+3:un+2+3: 2 )
Pone du, +12 4(u, + 3)
U+ 3 = Un+2  unt2
Ainsi, ,
Upy1 = 4(;;"%2) )
Un+2

On multiplie par I'inverse du dénominateur :

Uy — 2 Uy + 2

Upt1 = — X :
T+ 27 4w, + 3)
Les facteurs u,, + 2 se simplifient :
lu, —2
Upgi1 = —— .
T 4w, +3

5
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Donc
1
Un+1 = —Z'Un.

La suite (v,,) est donc géométrique de raison

1

q= 4l
Calculons son premier terme :
Cu—2 1-2

1
Twp+3 143 4

Par conséquent,

Ainsi,

Il reste & retrouver wu,,. Partons de

On multiplie par u, + 3 :

Donc
Uply, + 3V, = U, — 2.

On regroupe les termes contenant wu,, :
Uplp — Up = —2 — 3U,.

On factorise :
Up(vy, — 1) = —(2 + 3uy,).

En multipliant numérateur et dénominateur par —1,

2+ 3v,
Uy = .
1—wv,

En remplagant v,, par sa valeur,

et donc

6
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Ve

Bilan final

f,2) = [2.5] ¢ 11,2
7
1<y, < 3

+212664701592
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Suites numériques Exercice-bilan 3

Exercice-bilan 3 - Asymptotique et preuve

Suites numériques - Corrigé complet et détaillé

Enoncé

Pour n > 1, on pose

1. Expliquer pourquoi ’expression présente a priori une forme indéterminée.

2. Rationaliser ’expression et démontrer que

4
Up = ———ox— |.
1+2+1
3. En déduire la limite de (uy,).
4. Démontrer que, pour tout n > 1, 0 < u, < 2.
5. Montrer que (u,) est croissante.

6. Déterminer le premier entier n pour lequel

lu, — 2| < 1073,

1) Identifier la forme obtenue

Lorsque n — 400, on a
n — +00.
D’autre part,
4
— =0,
n

donc, par continuité de la fonction racine carrée,

4
1+ - —=Vi=1
n

/ 4
1+——-1—0.
n

L’expression de u, est donc le produit d’un facteur qui tend vers +oo et d’'un facteur qui tend vers O :

/ 4
un:n< 1+——1> ~s oo x 0.
n

Ainsi,

Point a retenir

La forme 400 x 0 est une forme indéterminée. Cela signifie que 'on ne peut pas conclure
directement sur la limite. Il faut transformer 1’expression.
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2) Rationalisation de ’expression

L’expression contient une différence de deux termes dont I'un est une racine carrée. On multiplie donc par

I’expression conjuguée
/ 4
1+—+1
n

[ 4
un:n< 1+——1>
n
1 1+24+1
:n<,/1+__1>_n.
n 1+24+1

(a—b)(a+b)=a®—b

Nous partons de

On écrit :

Au numérateur, on utilise I'identité

Avec

on obtient

Par conséquent,

Résultat

Pour tout n > 1,

1
Ji+d+1|

Cette nouvelle forme ne présente plus la forme indéterminée initiale.
(. J

Up =

3) Limite de (u,)

Nous utilisons maintenant la forme rationalisée :

4
1+4+1

n
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Comme 4
- =0,
n
on a
4
14— —1.
n

Donc le dénominateur vérifie

Le numérateur vaut constamment 4. Ainsi,

4) Montrer que 0 < u, < 2

Soit n > 1.
La forme rationalisée donne 4
Upy = ——.
1+4+1
Positivité
Puisque n > 1, on a
4
- >0,
n
donc
4
1+—-—>1>0.
n

Par conséquent,

4
\/:>0
n
/ 4
1+—-—+1>0.
n

Le numérateur 4 étant lui aussi strictement positif, on obtient

[0}

et

Majoration par 2

Comme
4
= >0,
n
on a
4
1+—>1.
n

La fonction racine carrée est croissante sur [0, +oo[, donc

{1+ % > 1.
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En ajoutant 1,

4
1+ —+1>2.
n

Comme le dénominateur est strictement supérieur a 2,

Ainsi,

Pour tout entier n > 1,

5) Montrer que (u,) est croissante

Nous allons encore utiliser

4
Uy =
1+4+1
Soit n > 1. Comme
n+1>n>0,
le passage aux inverses donne
1 1
< —
n+1l n
En multipliant par 4 > 0,
4 4
< —
n+1l n
Puis en ajoutant 1,
4 4
1+ <1l+4+-.
n+1 n

La fonction racine carrée étant croissante,

4 4
14+ —— <41+ =,
n+1 n
4 / 4

1+ +1<4/1+—+1.
n+1 n

Ces deux quantités sont strictement positives. En prenant leurs inverses, le sens de I'inégalité s’inverse :

En ajoutant 1 aux deux membres,

1

1
S > .
Vit +1 Jl+2+1

En multipliant par 4 > 0,
4

4
1 > .
JI1+:45+1 J1+2 41

Or le membre de gauche est u,1 et celui de droite est u,. Donc

[ > )
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Résultat

La suite (up)n>1 est strictement croissante.
\ Y,

La croissance devient tres simple apres rationalisation : lorsque n augmente, % diminue, donc le
dénominateur de u,, diminue. Comme le numérateur reste égal a 4, le quotient augmente.

.

G

6) Premier entier n tel que |u, — 2| < 1073
Nous savons, grace a la question 4, que
0<u, < 2.

Donc
Up —2 <0

et ainsi
lun, — 2] =2 — uy,.

La condition demandée devient donc
2 —u, < 1073,

En utilisant la forme rationalisée,

Posons, pour alléger 1’écriture,

Alors s > 1 et

Nous cherchons donc le plus petit n tel que

2s—1) _ 1
s+1 1000

Comme s + 1 > 0, on peut multiplier sans changer le sens de 'inégalité :
2000(s — 1) < s+ 1.

Développons :
2000s — 2000 < s + 1.

Donc
1999s < 2001,

c’est-a-dire
2001

¥ < 1999
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En remplagant s par sa valeur,

/1 n 4 < 2001
n 1999

Les deux membres étant positifs, on peut les élever au carré :
LA (2001)2
n 1999/

Donc
4 20012 — 19992

n 19992

2001% — 19992 = (2001 — 1999)(2001 + 1999)
= 2 x 4000
= 8000.
Ainsi,
4 < 8000 ‘
n 19992
Toutes les quantités étant positives, on obtient

4 x 19992 < 8000n.

En divisant par 4 puis par 2000,

- 19992
2000
Calculons :
19992 = 3996 001,
donc

19992 3996 001
2000 2000

= 1998,0005.

Il faut donc
n > 1998,0005.

Le plus petit entier qui vérifie cette inégalité est

[n=1999)]

Vérification du caractére minimal

Pour n = 1998, la condition n’est pas satisfaite, tandis que pour n = 1999 elle I’est. Le seuil est donc bien
atteint pour la premiére fois au rang 1999.

Résultat

Le premier entier n tel que
lup, — 2| < 1073

est

1999,
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Bilan général

1 La forme initiale est +00 x 0, donc indéterminée.
4

2 Upy = —F———e.

VT 4/n+1
3 lim wu, = 2.

n—-+o0o

4 Pour tout n > 1, 0 < u,, < 2.
5 (uy,) est strictement croissante.
6 Le premier rang tel que |u, — 2| < 1072 est n = 1999.

Idée clé

Pour une expression contenant une différence de racines, 'expression conjuguée est souvent 1’outil

décisif. Ici, elle permet a la fois de lever la forme indéterminée, de calculer la limite, de prouver
I’'encadrement, d’étudier la monotonie et méme de déterminer exactement un seuil d’approximation.

+2 I 2 6 64 7 01 5 9 2 s’oat/‘ens'ca?/a/re/ecgenfec@gmm‘/.cm 78 MOU/K'V/;CE MD\*LM



www.allocapschool.com

Suites numériques Défi - Corrigé détaillé

Défi

Suites numériques - Corrigé complet et détaillé

Enoncé

On définit la suite (ay) par

ag =1 et An+1 = V2 + ap.

1. Montrer par récurrence que
1<a, <2.

2. Etudier les variations de (ay,).
3. Déterminer sa limite.

4. FEn utilisant I'identité
2cos? z = 1 + cos(2x),

conjecturer puis démontrer une expression trigonométrique de a,,.

1. Encadrement de a, par récurrence

Nous voulons démontrer la propriété

(PTL) 1<a, <2
pour tout entier naturel n.
Initialisation
Aurang n =0, on a
ag = 1
Ainsi,
1<ag<?2

La propriété (Pp) est donc vraie.

Hérédité

Supposons que, pour un certain entier naturel n, on ait

1<a, <2.
Nous devons montrer que
1< apy1 < 2.
A partir de
1<a, <2,
on ajoute 2 aux trois membres :
3<2+a, <4.
1
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Les trois membres sont positifs. La fonction racine carrée étant croissante sur [0, +oo[, on peut prendre
les racines carrées :

Or

Donc

V3<V2+a, <2
On+1 = V2 + an.

\/§§ an+1 < 2.

Comme /3 > 1, on obtient en particulier

La propriété (P,+1) est donc vraie.

Conclusion

1<ap41 < 2.

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire. Par le principe de récurrence,

Ve

Vn € N, 1<a, <2.

Vs

&

Idée a retenir. Pour une suite définie par une racine carrée, un encadrement stable se démontre
souvent en encadrant d’abord l’expression située sous la racine, puis en utilisant la croissance de la

fonction x — /.
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2. Variations de la suite (a,)

Pour étudier le sens de variation, on étudie le signe de
Ap+1 — Ap.
D’apres la relation de récurrence,
An+1 — An = V2 + ap — ayp.
Cette différence contient une racine. On la rationalise en multipliant par I’expression conjuguée :

. (V24 an —an) (V2 + an + an)
n+1 n \/m—l—an .

Au numérateur,
2
(\/2+an> —a2 =2+a,—d’.

Donc
2+ ap — a2

Apil — Ap = ———— .,
+ V24 an + ay
Factorisons le numérateur :

2+a, —a2=—(a—a,—2)=—(an —2)(an +1).

On peut aussi écrire
2+ an —a2 = (2—ay)(a, +1).

Ainsi,

L _(@-a)(amt]
n+1 n /;2+an+an .

Etudions maintenant le signe de chaque facteur. D’apres la question 1,

1<a, <2.
Donc

2—ap >0,
et

a, +1>0.
De plus,

vV2+an,+a, >0.

Le numérateur est strictement positif et le dénominateur est strictement positif. Par conséquent,

An+1 — ap > 0.

Donc
- N
‘Vn eN, apy1 > an.
(an) est strictement croissante.
p
Le point essentiel est le facteur 2 — a,. L’encadrement a,, < 2 obtenu a la question 1 donne
immédiatement son signe.

N J
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3. Convergence et limite de (a,)

Nous avons montré que :

— (ap) est strictement croissante ;

— pour tout n, a, < 2, donc la suite est majorée par 2.

Toute suite croissante et majorée est convergente. Il existe donc un réel ¢ tel que

lim a, =¢.
n—-+0o

Comme 1 < a, < 2, on a nécessairement
1<e<2.

Passons a la limite dans la relation

an+1 = V 2 + ap,.

Puisque la fonction x +— /x est continue sur [0, +oo],
=2+ 4.

Les deux membres sont positifs, donc on peut élever au carré :
P =2+
D’ou
2 —0—-2=0.

On factorise :
(L—=2)(t+1)=0.

Ainsi,
{=2 ou = —1.

Mais ¢ > 1, donc la valeur —1 est impossible. Finalement,

lim a, = 2.
n—-+o00

4
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4. Expression trigonométrique de a,

On nous donne l'identité
2cos?z = 1+ cos(2x).

Nous allons 'utiliser pour faire apparaitre la relation

an+1 = V 2 + anp.

Etape 1 : chercher la forme

Le premier terme vaut
ag = 1.

1 =2cos (TF)
3
T
ag = 2cos <3>

a1:\/2—|—a0:\/§.

Or

Cela suggere d’écrire

Calculons ensuite aq :

Or
V3 = 2cos (W) .
6
On remarque que l'angle a été divisé par 2 :

™ ™

3 6
On peut donc conjecturer que I'angle est encore divisé par 2 a chaque rang.

La conjecture naturelle est

an = 2cos (3 7T2n> .

Etape 2 : démonstration par récurrence

Posons
T
(@n) : an:2cos(3‘2n>.
Initialisation
Pour n =0,

1
2 cos <37T20) = 2cos (g) =2 X 3 =1.

Or ap = 1. Donc (Qo) est vraie.

)
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Hérédité

Supposons que, pour un certain n € N,

T
n =2 .
a cos(3.2n>

an+1:\/2+an:\/2—|—2<30$< il )

3-2m

o =2 (14 e (7))

Pour appliquer I'identité donnée, posons

Alors

Factorisons par 2 :

v
20 = .
YT 3Ton

Alors .
BRI G

L’identité
2cos® x = 1+ cos(22)

donne
_ 2 T
1+ cos <32> 2 cos (3 2n+1)
Donc
T
Qni1 = \/2 X 2 cos? (3 2n+1>
Ainsi,
On+1 = \/4cos2 <3 2n+1)
Donc
T
Qn+1 = 2 |COs (3‘2n+1>‘.
Or
0<-—0 <T T
3.2n+l — ¢ 2’

donc le cosinus est strictement positif. Ainsi,

s i s
COS 32771,4»1 = COS W .

™
ap4+1 = 2 cos W .

Finalement,

La propriété (@Qn+1) est donc vraie.

Conclusion

Par récurrence,

3-2n

Vn € N, an:2cos< T )

6
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Vérification de la limite grace a la formule trigonométrique

Quand n — +o0,

2" — 400,
donc -
— 0.
3.2n
Par continuité du cosinus,
T
cos| —— | -+ cos0=1.
(7%)

Ainsi,
T
=2 — ) =2
an cos (3 : 2n>

lim a, = 2.

On retrouve donc bien

n—-+0o

Bilan final

Résultat Conclusion

Encadrement 1<a, <2

Variation (an) est strictement croissante

Limite lim a, =2

n—+0o0o
. . T

Expression explicite an = 2cos (3 : 2n>

4 N\

Méthodes a retenir.

1. Pour encadrer une suite définie par récurrence, chercher un intervalle stable et utiliser la
récurrence.

2. Pour étudier la monotonie, calculer a,41 — a, et rationaliser si une racine est présente.
3. Une suite croissante et majorée converge.

4. Pour trouver la limite d’une suite récurrente convergente, passer a la limite dans la relation de
récurrence puis sélectionner la solution compatible avec I’encadrement.

5. Les identités trigonométriques permettent parfois de transformer une récurrence avec racines en
une formule explicite tres élégante.
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