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Objectifs du chapitre

A la fin de ce chapitre, P'éleve doit étre capable de :

— calculer un nombre dérivé a partir de la définition ;

— étudier la dérivabilité a droite et a gauche;

— interpréter géométriquement le nombre dérivé;

— déterminer une tangente ou des demi-tangentes ;

— utiliser correctement les formules de dérivation ;

— dériver une fonction composée et une fonction réciproque ;

— étudier les variations d’une fonction a I’aide du signe de sa dérivée;

— résoudre des probléemes d’optimisation et de géométrie analytique.

1 Rappels et définition du nombre dérivé

1.1 Taux d’accroissement

Soit f une fonction définie au voisinage d’un réel a. Pour = # a, le quotient
f(z) — f(a)
T—a
s’appelle le taux d’accroissement de f entre a et x.

Si 'on pose x = a + h, avec h # 0, ce quotient devient

fla+h) - f(a)

h

La fonction f est dite dérivable en a si la limite

i £@) = 1)

T—a Tr—a

existe et est finie. Cette limite est appelée le nombre dérivé de f en a et se note f'(a).
De fagon équivalente :
fla+h) - f(a)
Y .

f'(a) = lim

Calcul direct par la définition

Soit f(z) = 22 4 3z — 1. Calculons f’(2).

f+h)—f2 (2+h)?+32+h)—-1—-(4+6-1)

h h

En développant :
44+4h+h*+6+3h—1-9 Th+h?

=7+h.
h h +

Donc
f’(2) =lm(7+h)="T7.
h—0

\.
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1.2 Dérivabilité a droite et a gauche

On dit que f est dérivable a droite en a si
y o f@) = ()
fae) = i
existe et est finie.
On dit que f est dérivable a gauche en a si
oy £@) = ()
s(@) she-  T—a
existe et est finie.

Théoréme / Propriété

Une fonction f est dérivable en a si et seulement si elle est dérivable a droite et a gauche en a et

fala) = fy(a).

Une fonction continue mais non dérivable

7
| L

Pour f(z) =|z|en 0 :

fa(0) = lim Jzl =1, f7(0) = lim I=1 =—1.

z—0t T g z—0- T

Les deux nombres dérivés unilatéraux sont différents. Ainsi f n’est pas dérivable en 0.

Attention

7
| \

La continuité en un point ne suffit pas pour assurer la dérivabilité. La fonction x — |z| est continue
en 0 mais non dérivable en 0.

1.3 Dérivabilité et continuité

Théoréme / Propriété

Si une fonction f est dérivable en a, alors elle est continue en a.

Démonstration. Pour = # a,
f(z) = fla)

r—a

f(@) = fla) =

Quand x — a, le premier facteur tend vers f’(a) et le second vers 0. Donc

lim [f () — f(a)] = 0,

r—a

(x — a).

d’ott limy 4 f(x) = f(a).
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2 Interprétation géométrique et tangentes

2.1 Pente d’une sécante et pente de la tangente
Soient A(a, f(a)) et M(z, f(x)) deux points de la courbe Cy. Le coefficient directeur de la sécante (AM)

est
f(x) = f(a)

r—a

Lorsque M se rapproche de A, cette pente tend vers f’(a).

Théoréme / Propriété

Si f est dérivable en a, la courbe C; admet au point A(a, f(a)) une tangente d’équation

y=f(0)(z—a)+ fa)|

Exemple

| r

Pour f(z) = 2% au point d’abscisse a = 1 :
fllw)y =2z,  f)=2 f)=1L

La tangente est donc
T: y=2xz—-1)+1=2x—1.

2.2 Demi-tangentes

Théoréme / Propriété
Si f est dérivable a droite en a, la courbe admet une demi-tangente a droite d’équation
y=fala)(z —a)+ f(a), =z=a

Si f est dérivable a gauche en a, la courbe admet une demi-tangente a gauche d’équation

y=fyla)z—a)+ fla), z<a

2.3 Tangente verticale

Si
i f@) = 1)

T—a T —a

= to0,

alors f n’est pas dérivable en a au sens usuel, mais la courbe admet une tangente verticale d’équation

8
I
8

Exemple

Pour f(z) =z en0:

\/E_OZ——>+OO.
z—0 \/Ea:—>0+

La courbe admet une demi-tangente verticale a droite d’équation z = 0.

r
\
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3 Approximation affine locale

Théoréme / Propriété

Si f est dérivable en a, alors au voisinage de a,

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) |

En posant z =a + h :

fla+h)= f(a) +hf'(a)
pour h suffisamment petit.
Approximation de /4,04
Prenons f(x) = \/z et a = 4. Alors
1 1
4) =2, '4)=—=".

Comme 4,04 = 4 + 0,04,
1
\/4,04 ~ 240,04 x 1= 2,01.

4 Fonction dérivée et dérivées usuelles

Définition

Si f est dérivable en tout point d’un intervalle I, la fonction

> f(x)
s’appelle la fonction dérivée de f sur I.
4.1 Tableau des dérivées usuelles
Fonction f(x) Dérivée f'(x) Domaine de dérivabilité
c 0 R
x 1 R
z" (n € N¥) nz"! R
1 L R*
z iE2
- 0,
Ve 72 10, +o0]
sin x COoS T R
cosx —sinx R
1
tan x s— =1+ tan’z R\ {F + kr}
cos? x
1
arctan _— R
1+ 22
" (reQ) ra’ 1 10, 400
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5 Regles de calcul des dérivées

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, et A € R.

Théoréme / Propriété

(u+v) =u +7, () = M.
(wv) = u'v + uwv'.

Si v ne s’annule pas :

Siu>0:

Soit

Sur R\ {2},

6 Dérivation d’une fonction composée

Théoréme / Propriété

Soit u dérivable en a et g dérivable en u(a). Alors g o u est dérivable en a et

(g0 u)(a) = g'(u(a)'(a) |

Sur un intervalle :

Fonction Dérivée
fula)]” AR

u(w) 2,/ulz)
sin(u(z)) u' () cos(u(z))
cos(u(x)) - ,w) o)
tan(u(z)) %
arctan(u(z)) &

1+ [u(z)]?
6
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Pour f(x) = sin(2z2 + 1), on pose u(x) = 222 + 1. Alors u'(x) = 4z, donc

f'(x) = 42 cos(22* 4 1).

7 Dérivée de la fonction réciproque

Théoréme / Propriété

Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle I, et soit J = f(I). Si f est dérivable en
aclet f'(a) #0, alors f~! est dérivable en f(a) et
(Y (F @) = 7
f'(a)
Plus généralement, si f’ ne s’annule pas sur I,
(@) = e
ff =) |

Soit f(z) = 23 + z sur R. On a
fl(x) =32 +1>0,

donc f est strictement croissante et bijective de R sur R. Comme f(1) = 2,

1 1

—1y/

2) = = -.

8 La fonction arctangente

La fonction tan est strictement croissante et continue sur | — 7, 7|, avec image R. Elle admet donc une

fonction réciproque appelée arctan.

Théoréme / Propriété

La fonction arctan est dérivable sur R et

1
(arctanz) = e
Si u est dérivable sur un intervalle I, alors
()
t = 2 |
(arctan(u(x))) T (@)

Exemple

| r

Pour f(z) = arctan(2z — 1),
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9 Racines n-iemes et puissances rationnelles

Théoréme / Propriété

Pour n € N*, la fonction z — {/z = /™ est dérivable sur ]0, 00| et

(v3) =

Si u est dérivable et strictement positive :

(n “(x))/ - n[u(g;](i)—l)/n‘

1
nm(n—l)/n :

,
\.

Théoréme / Propriété

Pour tout rationnel r, la fonction z — z” est dérivable sur ]0, 4o00[ et

r—1

(z") = rx

Siu >0 et u est dérivable :

(u") = ru/u" |

r
.

Exemple

Soit f(z) = (322 — = + 2)%/3. Comme 322 — z + 2 > 0 pour tout x, f est dérivable sur R et

f(z) = 2(61' —1)(32% — x4+ 2)¥°.

\.

10 Dérivée et variations d’une fonction

Théoréme / Propriété

Soit f dérivable sur un intervalle I.

— Si f(x) > 0 sur I, alors f est croissante sur I.

— Si f/(x) < 0 sur I, alors f est décroissante sur I.

— Si f/(x) > 0 sur I, alors f est strictement croissante sur I.
()

— Si f/(z) < 0 sur I, alors f est strictement décroissante sur I.

r
\.

Attention

Le fait que f’'(a) = 0 ne suffit pas pour conclure que f posséde un extremum en a. Il faut étudier
le signe de f’ de part et d’autre de a.

,
\.

Méthode pour dresser un tableau de variations

1. Déterminer le domaine de définition et les intervalles d’étude.
2. Calculer f'(z).

3. Factoriser ou simplifier f(x).

4. Etudier le signe de f'(z).

5

. Calculer les valeurs et limites nécessaires.

,
.
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6. Construire le tableau de variations.

| '

Exemple
Etudions f(z) = 2° — 3z + 1.
fl(z) = 32> —3=3(x—1)(z+ 1).

Ainsi f/ > 0 sur | — oo, —1[U]1,+o0[ et f/ < 0 sur | — 1,1[. De plus f(—1) =3 et f(1) = —1.

f(x) + 0 - 0 +
flx) | =00 A/ 3 N\ -1 / 400

11 Extrema et optimisation

Théoréme / Propriété

Si f est dérivable en un point intérieur a de son domaine et si f admet un extremum local en a,
alors

f'(a) = 0.

La réciproque est fausse en général.

Résoudre un probléme d’optimisation

Choisir une variable et préciser son intervalle.

Exprimer la grandeur a optimiser en fonction de cette variable.
Calculer la dérivée.

Etudier les variations.

Comparer éventuellement les valeurs aux bornes.

® &, 8P

Interpréter le résultat dans le contexte du probleme.

| '

Rectangle d’aire maximale
Un rectangle a un périmetre égal a 20. Si ses cOtés sont x et 10 — z, avec 0 < x < 10, son aire vaut
Az) = (10 — z) = —22 + 10z.

Alors
Al(x) = =2z + 10.

L’aire croit sur |0, 5] puis décroit sur [5, 10[. Elle est maximale pour z = 5. Le rectangle optimal est
donc un carré de coté 5.

12 Position relative d’une courbe et de sa tangente

Pour étudier la position de Cy par rapport a sa tangente 7" en a, on étudie le signe de

D(x) = f(z) = [f'(a)(z — a) + f(a)].

— Si D(z) > 0, la courbe est au-dessus de la tangente.
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— Si D(x) < 0, la courbe est au-dessous de la tangente.

Exemple

Pour f(x) = 22 et la tangente en a = 1, T'(x) = 22 — 1. Alors

fx)—T(x)=2>-2x+1=(z—1)2>0.

La parabole est donc au-dessus de sa tangente en tout point.

.

13 Exercices d’entrainement

Exercice 1 - Définition

Calculer par la définition le nombre dérivé de f(r) = 22 — 2z +4 en a = 3.

.

Exercice 2 - Dérivabilité d’une fonction par morceaux

Soit
22 +ax+b z<1,
€Tr) =
f() 3x+1, x> 1.
z+1

Déterminer a et b pour que f soit dérivable en 1.

.

Exercice 3 - Tangente

1
Soit f(z) — if .

1. Déterminer son domaine de dérivabilité.
2. Calculer f'(z).

3. Déterminer I’équation de la tangente en x = 2.

.

Exercice 4 - Composition

Dériver les fonctions suivantes sur leurs domaines de dérivabilité :

1
flx) = sin(3x2 - 1), g(x) =222+ +3, h(z) = arctan (—) .
T
Exercice 5 - Variations

Etudier les variations de

sur son domaine de définition.

Exercice 6 - Fonction réciproque

Soit f(z) = 23 + .

1. Montrer que f est une bijection de R sur R.
2. Calculer (f~1)(2).

3. Calculer (f~1)(0).

10
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Exercice 7 - Optimisation

On découpe dans les quatre coins d’une feuille carrée de coté 12 des carrés de coté z, puis on replie
)
pour former une boite sans couvercle.

1. Exprimer le volume V(z).
2. Déterminer l'intervalle de variation de z.

3. Déterminer la valeur de  qui maximise le volume.

11
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14 Corrections des exercices

fB+h)—f(8) (B+h)2—-23+h)+4—(9-6+4) :4h+h2

Y Y Y =4+ h.

Donc f'(3) = 4.

Correction 2

La continuité en 1 impose

4
1+a+b:§:2,

donc a + b = 1. La dérivée a gauche vaut 2 + a. La dérivée a droite de 3;:’11 vaut
rx+1)—Bx+1) 2
(x +1)2 (x4 1)
donc en 1 elle vaut % Ainsi
2+a= - a= 3
S 2 2

Puisbzl—az%.

Correction 3

Le domaine est R\ {1}. On a

\ )
Correction 4

f'(z) = 6z cos(3z2 — 1).
Comme 222 4 x + 3 > 0 pour tout z,

p 4z +1
o) =
22z + 2+ 3

Pour x # 0,
-1/z2 1

:1+1/x2__a:2+1'

M(z)

7
| L

Correction 5
Le domaine est R\ {—1}. On a

by 2z(z4+1)—(2241)  2?+20-1
@ == = @rie

Les racines du numérateur sont —1 & /2. Comme le dénominateur est positif, le signe de f’ est celui
de 22 + 22 — 1. On en déduit les intervalles de croissance et de décroissance en tenant compte de la
coupure en —1.

12
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Correction 6

f'(z) =322+ 1>0.

Donc f est strictement croissante. De plus ses limites en +o0o0 sont +o0o, donc f est bijective de R
sur R. Comme f(1) =2,

N 1 1
Comme f(0) =0, .
—1y/ _ —

\ J
Correction 7

La base de la boite mesure 12 — 2z et la hauteur vaut . Ainsi
V(z) =z(12-2z)%, 0<z<6.
On développe ou on dérive directement :

V'(z) = (12 — 22)? — 42(12 — 2z) = (12 — 2x)(12 — 62).

Sur 0, 6[, le facteur 12 — 2x est positif. Donc V' change de signe en x = 2 : positif avant 2, négatif
apres 2. Le volume est maximal pour

Le volume maximal vaut

15 Synthese générale

Notion Résultat essentiel
Nombre dérivé f'(a) = lim fz) = f(a)
T—a T —a
Tangente y=f'(a)(x —a)+ f(a)
Continuité Dérivable en a = continue en «a
Somme (utv) =u 4+
Produit (uwv) = v'v 4w’
. / Foy il
Quotient (%) =
Composition (gou) = (¢ cu)u’
1
Réciproque (f~YH(x) —
77 1(@)
u
Arct t t = ——
rctangente (arctan u) Tr

Puissance rationnelle

Variations

(u") = ru'u"t siu >0

Le signe de f’ détermine le sens de variation de f
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Erreurs fréquentes a éviter

— Qublier de préciser le domaine de dérivabilité.

— Dériver un quotient sans vérifier que le dénominateur est non nul.
— Ecrire (uwv)’ = u/v’ au lieu de v'v + uv'.

— Oublier le facteur v’ dans une fonction composée.

— Conclure & un extremum uniquement parce que f’(a) = 0.

— Confondre dérivabilité et continuité.

— Utiliser une formule de puissance rationnelle sans vérifier la positivité de la base lorsque cela est
nécessaire.

Fin du cours - La dérivation, 2° Bac Sciences Mathématiques

14
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