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Ce document reprend I'intégralité des notions du support fourni, les réorganise, corrige les
erreurs typographiques ou mathématiques repérées et présente les activités et exercices
a la fin, suivis de corrigés détaillés.
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1 Nombre dérivé et dérivabilité en un point

1.1 Définition par le taux d’accroissement

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a. On dit que f est dérivable en a si

la limite
o £(@) = £(a)

Tr—a Tr—a

existe et est finie. Cette limite est appelée nombre dérivé de f en a et se note f’(a).

En posant h = z — a, on obtient la formulation équivalente

) — g JO )~ F@) |

h—0 h

Exemple

Pour f(z) =23 +z et a =1,

fA+h)—f(1) (A+hP+(1+h)—2
h - h
:4h+3h2+h3

h

=4+ 3h + hZ.

Donc f'(1) = 4.

\.

1.2 Dérivées a droite et a gauche

Définition

Si f est définie sur [a,a + r[, on appelle dérivée a droite de f en a la limite finie

f0) — 1 T@ 1@

r—at r—a

Si f est définie sur Ja — r,a], on appelle dérivée a gauche de f en a la limite finie

Fla) — i T 1)

9 T—a~ r—a

Théoréme

f est dérivable en a si et seulement si elle est dérivable a droite et a gauche en a et

fala) = fo(a) |

.

1.3 Dérivabilité et continuité

Théoréme

Toute fonction dérivable en a est continue en a.

Démonstration. Si f est dérivable en a, alors
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Lorsque = — a, le premier facteur tend vers 0 et le second vers f’(a), donc f(x) — f(a) — 0, c’est-a-dire

f(x) = [f(a).

La réciproque est fausse. La fonction x +— |z| est continue en 0, mais

f0)==1 et  fi(0)=1,

donc elle n’est pas dérivable en 0.

2 Interprétation géométrique et tangentes

2.1 Pente d’une sécante puis d’une tangente

Le quotient
f(z) = f(a)
r—a
est le coefficient directeur de la sécante joignant A(a, f(a)) & M(x, f(x)). Lorsque M se rapproche de A, la
sécante tend vers la tangente.

10 «
—  y=2a?
— T :y=4x -4
--- sécante AM

5,,

—

1 -05 05 -1 15 2 25 3 35 4

2.2 Equation de la tangente

Si f est dérivable en a, la tangente a Cy au point A(a, f(a)) a pour équation

y=f(a)(—a)+ f(a) |

Pour f(z) =22 ena=2,ona f'(2) =4 et f(2) = 4. La tangente est

y=4(r—2)+4 =4z —4.

\.

2.3 Demi-tangentes et tangente verticale
Si seules les dérivées unilatérales existent, la courbe peut avoir deux demi-tangentes distinctes :
Ta:y = fala)(z —a) + f(a), z>a,

T, y=fia)@—a) + fla), z<a.
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Si le taux d’accroissement tend vers +o0o ou —oo, la courbe posséde une tangente verticale d’équation
T = a.

2.4 Approximation affine

Au voisinage de a,

En posant t =a+ h :

Comme sinm =0 et cosm = —1,
sin3~sinm+ (3 —7m)cosm =7 — 3.

Cette approximation est positive, ce qui est cohérent puisque 3 < 7.

3 Fonction dérivée et regles de calcul

3.1 Définition de la fonction dérivée

Définition

Si f est dérivable en tout point d’un intervalle I, la fonction x — f’(z) est appelée fonction dérivée
de f sur I.

3.2 Dérivées usuelles

f(z) f'(z) Domaine de dérivabilité
C 0 R
x 1 R
", n € N* na™ 1 R
1 1
- - R*
v r
— 0
\/E 2\/5 ] , +OO[
sinx Ccos T R
cos x —sinx R
1
tan x 1+tan?z = g RA\A{F + kr}
1
arctan x R
1+ 22
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3.3 Opérations

Pour des fonctions dérivables u et v :

(utv) =u 4+,
() = M/,
(uwv) = u'v 4+ u/,

1\’ v’
o
w\"  uv—w’
G) -

Méthode

Avant de dériver une expression, il faut :

1. déterminer son domaine de définition ;

2. identifier sa structure (somme, produit, quotient, composition) ;
3. appliquer la formule correspondante ;
4

. simplifier sans perdre les conditions de validité.

4 Dérivation d’une fonction composée

Théoréme

Si u est dérivable en a et g est dérivable en u(a), alors g o u est dérivable en a et

(g0 u)'(a) = g'(u(a))'(a) |

Sur un intervalle :

(gou) = (g ou)u'}

f(z) = sin(22? + 1) = f'(z) = 4z cos(222 + 1),

1 , o0 [ 1
g(m):cos(x2+1) = g'(x) = @1 s1n<x2+1),
h(z) = tan(cos ) — W (x) = —sinz(1 + tan?(cos z)).

5 Dérivée de la fonction réciproque

Théoréme

Soit f continue et strictement monotone sur I, et J = f(I). Si f est dérivable en yo € I et f'(yo) # 0,
alors f~! est dérivable en 2g = f(yo) et

+ 2 I 2 6 6 4 70 I 5 9 2 g’out/‘eug’ca/;}f/'géggenfec@gmm‘/.coz EL MOUKZILE NU)U.IM
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AT _-
— fla)=a
—f_l(m):w2 T
- Y=z //,/'
5T ’//’/,
-1 =057 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

La fonction f(z) = cosx est une bijection de [0, 7] vers [—1,1]. Comme f(7/2) =0 et f'(7/2) = —1,

(f7'(0) = ~1.

Ici f~! = arccos sur [—1,1].

6 La fonction arctangente

Propriété

La fonction arctan est dérivable sur R et

1
tan x) =
(arctan x) a2
Si u est dérivable sur I, alors
!/
(arctan(u(z))) = ; 1u:€27)2

Remarque

Le facteur u/(z) est indispensable. Il était omis dans le corollaire du support initial; la formule
ci-dessus est la formule correcte.

~
.

7 Racines n-iémes et puissances rationnelles

7.1 Racine n-iéme

Pour n € N* et © > 0,
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Dans le support d’origine, le numérateur de cette derniére formule était parfois écrit u(z); il faut
lire u/(z).

7.2 Puissances rationnelles

Pourr e Qet z >0,

Siu > 0 et u est dérivable,

8 Lien entre dérivée et variations

Théoréme

Soit f dérivable sur un intervalle I.
— Si f(x) > 0 sur I, alors f est croissante sur I.
— Si f'(z) < 0sur I, alors f est décroissante sur I.

— Si f/(z) > 0 (resp. < 0) sur I, alors f est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

Pour g(z) = cos(2z) sur [0, 7],

g (x) = —2sin(2x).

Ainsi ¢’ <0 sur [0,7/2] et ¢’ > 0 sur [7/2,7].
x 0

g (x)|0— +0

gl) | 1 N—1 71

(=R I NE]
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9 Activités et exercices

Activité 1 - Dérivation par la définition

Montrer que f(x) = 222 + z — 3 est dérivable en a = 2.

(x) = Va2 4+ 1 + x est dérivable en a = 1.
Montrer que h(zx) = v/222 + 3 est dérivable en a = —1.
La fonction u(x) = v22 — 9 est-elle dérivable en a = 3?

Montrer que g

Ll

Activité 2 - Fonction définie par morceaux

Etudier la dérivabilité en 1 de

202 +x, x <1,
flx) =< 4z +2

, > 1.
r+1 v

Activité 3 - Valeur absolue et demi-tangentes

Soit g(z) = |22% — 8| + 2 + 1.
1. Etudier la dérivabilité en —2.
2. Déterminer la tangente en A(0, g(0)).
3. Déterminer les demi-tangentes en B(—2, g(—2)).
4. Représenter la courbe et ces trois droites.

Exercice 1 - Tangente a une parabole
Soit f(z) = 22, A(a,a®) et T la tangente a Cy en A. La droite T' coupe les axes en M et N. Montrer que
M est le milieu de [AN].

Exercice 2 - Continuité et dérivabilité avec parametres

Déterminer a et b pour que

2r + a

42’

202 +arx+b, x <1,
xr) =
/(@) z>1

soit dérivable en 1.

Exercice 3 - Fonctions composées

Dériver : 1

f(z) =sin(222 + 1), g(z) = COS(:rQ—i—l) ,  h(x) = tan(cos z).

Exercice 4 - Fonction réciproque

Soit f(z) = 23 + 2.
1. Etudier les variations de f.

2. Montrer que la restriction de f & R4 est une bijection de Ry sur Ry et calculer f(1).
3. Calculer (f~1)(2).
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Exercice 5 - Arctangente

Pour x # 0, poser

1
F(z) = arctanx + arctan() .
x

1. Montrer que F' est constante sur |0, +o00[ et déterminer cette constante.
2. Calculer

. arctan(2z? +z+1) — %
lim .

T—+00 2arctanx —

Exercice 6 - Racines et domaines de dérivabilité

Déterminer les domaines de dérivabilité et les dérivées de

f(z) = V322 +x — 4, g(x) = 42326_1.

x? -z
Puis calculer
. Vit at—V1+a3
lim — .
=0 V1+22—1+z
Exercice 7 - Probléeme de synthése
On définit | +si
Zoremne ze0,Z],
f(l‘) — 4 COST
— arctan(\3/1 - 173) , = <0.
™

1. Etudier la continuité et la dérivabilité en 0.
2. Calcul li t 1 .
alculer $—>(17rr§l2)* f(x)e m_l}rzloof(x)

1

3. Pour g = fjjg,x/2[, déterminer J = g([0, 7/2[), montrer que g~ existe et que

2

(47 @) =

En déduire g~!.

4. Etudier les variations de f sur | — 0o, 0[.
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10 Corrigés détaillés
Corrigé de l’activité 1
1. Pour f(z) =22% + 2 — 3,

f2+h)— f(2)  9h+2h?
h T h

=9+2h — 9.

Donc f/(2) =

B T+h)Z+1-+2
h h

2+h
A+hZ+1+v2

La limite vaut 1 4 %
3. Posons A(h) = ¢/2(1 — 2h + h?) + 3 = /5 — 4h + 2h2. En utilisant a3 — b® = (a — b)(a® + ab+b?),

Ah)— V5 —4 4 2h L4
h A2+ AW Y5+ 25 3v/25°
Ainsi b/ (—1) = 3 3425.

4. Pour x > 3,
u(r) —uw(3) Va2-9  [x+3
x—3 -3 \V=z-3

— +00.

La dérivée a droite n’est pas finie. La fonction n’est donc pas dérivable en 3; la courbe possede une
tangente verticale z = 3.

Corrigé de l’'activité 2

Corrigé détaillé

On vérifie d’abord la continuité :

dz + 2
f)=3  lim =2F2_3

z—1+ r+1

La fonction est continue en 1. A gauche, f'(z) = 4z + 1, donc fo(1) =5. A droite,

(4x+2>’_4(x+1)—(4x+2) 2
z+1/) (z+1)2 (2 + 1)

donc fj(1) = % Les dérivées unilatérales sont différentes : f n’est pas dérivable en 1.
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Corrigé de l’activité 3

Corrigé détaillé
Les zéros de 222 — 8 sont —2 et 2. Prés de —2 :

202+ — 7, T < —2,
g(z) = .
—2z“4+x+9, =>-2.

Donc
gy(—=2) =4(-2)+1=-7,  gy(-2)=-4(-2)+1=09.

La fonction n’est pas dérivable en —2.
En 0, g(0) = 9 et, dans un voisinage de 0, g(x) = —222 + z + 9, donc ¢'(0) = 1. La tangente en
A(0,9) est

Th:y=x+09.

Comme g(—2) = —1, les demi-tangentes en B(—2,—1) sont
Ty:y=-7z+2)—1=-7z—-15 (z<-2),

To:y=9z+2)—1=92+17 (x> -2).

\ 20
— Ty
\_Tg
— Ty
~4 —35 -3 —25 2 —15 -1 —05 05 1 15 2 25 3
—51

Corrigé de I’exercice 1

Corrigé détaillé

f'(a) = 2a, donc T : y = 2a(x — a) + a? = 2ax — a®. Pour a # 0, intersection avec 'axe des abscisses
est M(a/2,0) et I'intersection avec l’axe des ordonnées est N (0, —a?). Le milieu de [AN] a pour

coordonnées ) )
10 =AY _(20)_y
2 2 2

Donc M est bien le milieu de [AN].

Corrigé de I’exercice 2

Corrigé détaillé

Continuité en 1 : 94
29+a+b="2" = 2 +3b+4=0. (1)

+2 I 2 6 64 70 I 5 9 2 cout/‘eug’ca/;}r/ellfggen:‘ec@gmai/.coz EL MOU:K'V/;CE NU)MJJM/D
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Dérivée a gauche : f;(1) = 4 + a. Dérivée a droite :

<2a:—|—a>’_ 4—aq
t+2/) (z4+2)2

donc fj(1) = 4?7“. L’égalité donne

4 — 16
4+a:Ta<:>10a:—32<:>a:—€.
Dans (1), 2 5 A

.

Corrigé de I’exercice 3

Corrigé détaillé
f'(x) = 42 cos(222 4 1).

g(@) = _Sin(x21+ 1) <_(a:22fl)2> - (x22f1)2 Sin<x21+ 1)'

—sinx

b (x) = —sinz(1 + tan?(cos x)).

~ cos? (cos )

.

Corrigé de l’exercice 4

Corrigé détaillé

f'(z) = 32% + 20 = z(3x + 2). Ainsi f est croissante sur | — oo, —2/3], décroissante sur [—2/3, 0],
puis croissante sur [0, 4o00[. Sur Ry, f est continue, strictement croissante, f(0) =0 et f(z) — +oo;
elle réalise donc une bijection de Ry sur R,. Comme f(1) =2, f~!(2) = 1. Enfin

.

Corrigé de ’exercice 5

Corrigé détaillé

Pour x > 0,
1 —1/z? 1 1
F, = = —_ :O
S v R gy s Rl s Sl B

Donc F est constante sur |0, +oo[. En z = 1,
T
F(1) =2arctanl = 3

Ainsi arctan x + arctan(1/z) = 7/2 pour x > 0.
Pour la limite, posons A = 222 4+ x 4+ 1. On utilise

1 1
arctan A — T__ arctan(—) , 2arctanx —m = —2 arctan(—) .
2 A T
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Alors
arctan A —7/2  arctan(1/A)

2arctanz — 7 2arctan(l/x)’

Comme arctant ~ t en 0,

arctan(1/A) 1/A = 0
2arctan(1/z) 2/x 24 )

La limite vaut 0.

Corrigé de I’exercice 6

Corrigé détaillé

Pour f(x) = ¢/P(z) avec P(x) = 322+ z — 4, la fonction est définie sur R. Elle est dérivable lorsque
P(z) #0. Or
4
P(a:):O<:>m:10u33:—§.
Pone 62 + 1 4
, x
- , 1,—-.
f@) = s “7 173

Aux deux racines, la dérivée n’est en général pas finie.

Pour g(z) = /R(x), R(z) = féj). Il faut R(z) > 0 pour la dérivabilité. Le tableau de signes donne

R(z) >0 sur ]0,3[U]1, ool

Sur cet ensemble,
1 _
g'(x) = R (@)R(z) "/,

avec
2z —z)— (2z—1)? -22°+2z-1

(22 —2)? (@22

Pour la limite, les approximations affines en 1 donnent

R'(z) =

(14+t)* =14 at+ o(t).

Ainsi le numérateur est

1
zt — 223 4 o(23) = — 23 + o(2?),
5 4
et le dénominateur
L 1:13—1—0(:1:) = —laz+ o(z)
37 T2 T3 ‘

Le quotient est équivalent a %:cz, donc la limite vaut 0.

Corrigé de l’exercice 7

Corrigé détaillé

Pour z > 0,
1+ sinx COS T T X
S - =tan| —+ = | .
Ccos T 1 —sinx

Ainsi f(0) =1. Pour z — 07, V1 —123 — 1 et

4
—arctanl =1,
m
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donc f est continue en 0.
A droite, la dérivée de tan(mw/4 4+ x/2) en 0 vaut

%(1 + tan?(7/4)) = 1.

A gauche, posons u(z) = (1 — z%)1/3. Alors

U,(ZL‘) _ —112(1 . xS)—2/3’
et " /( )
f(z) = 1T () w(@)? — 0.

Done f;(0) =0 # 1= fj(0) : f n’est pas dérivable en 0.
Quand z — (m/2)~, cosz — 0% et 1 +sinz — 2, donc f(x) = 4+00. Quand z — —o0, 1 — 23 — 400,
donc v/1 — a3 — +o00, arctan — 7/2 et f(x) — 2.

Sur I =[0,7/2],
g(z) = tan(Z + 2) .

Elle est continue et strictement croissante, avec g(0) = 1 et g(z) — +oo. Donc J = [1,4o00[. En
résolvant y = tan(w/4 + z/2),

T T 1 s
arctany:1+§=> g (y)z2arctany—§.

Par dérivation,

2

(") = el

Sur | — 00, 0], , N
/ _é_x (l_x)i
fle) = T 1+ (1—23)%/3

Donc f est strictement décroissante de la limite 2 vers la limite 1.

< 0.

Synthese finale

A retenir

— Dérivable = continue, mais la réciproque est fausse.
— Tangente en a : y = f'(a)(z — a) + f(a).

— Composition : (gou) = (¢’ ou)u'.

— Réciproque : (f~1)'(z) = 1/f'(f ' (2)).

— Arctangente composée : (arctanu) = u'/(1 + u?).
— Racine composée : (u) = u'/(nVur=1).

— Le signe de f’ gouverne les variations de f.
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