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ETUDE DE FONCTIONS

Enoncé intégralement réécrit

e N
On considere la fonction f définie sur Rt par

f(z) = xarctan(\/xx__i_l) .

1) Etudier la dérivabilité de f a droite de 0.

2) a) Calculer la limite Erf f(z).
b) Etudier la branche infinie de la courbe (C £) au voisinage de 4o00.

3) a) Montrer que f est dérivable sur 0, +oo[ et calculer f'(x).
b) Etudier les variations de f et dresser sa table de variation.

4) Montrer que f est bijective de RT vers un intervalle I a déterminer.

5) Tracer dans un méme repere les courbes (Cy) et (I'y-1).

Préliminaire : quelques observations simples

Pour tout z > 0, on a z 4+ 1 > 0, donc v/ 4 1 est bien définie et strictement positive. Par conséquent,

T
x +

>0

i

et Pexpression de f(z) est définie pour tout x € R*. En particulier,

f£(0) = 0 x arctan(0) = 0.

1) Dérivabilité de f a droite de 0

Par définition, le nombre dérivé a droite de f en 0, s’il existe, est

1) — timg T8 1O

z—0t z—0

Comme f(0) =0, pour z > 0,

T T

F(x) — £(0) asarctan( z+1) :arctan< T >

Lorsque z — 07,

et la fonction arctan est continue en 0. Donc

arctan( ) — arctan(0) = 0.

T
ve+1
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Ainsi,

La fonction f est dérivable a droite en 0. La courbe (C) admet a I’origine O(0,0) une demi-tangente
horizontale d’équation

y=0]|

2) Etude au voisinage de +oo

2.a) Calcul de mgr&o f(z)

Etudions d’abord I’argument de arctan :
x

Vr+1

Pour x > 0,
x x
T ViV
Or
VT — 400 et 4/ T
z+1
Donc

x
— +00.
vr+1

Par conséquent,

arctan(%) — g

En particulier, ce facteur tend vers un réel strictement positif. Comme z — +oo,

f(z) = xarctan(%) — 400.

Ainsi,

2.b) Etude de la branche infinie de (C})

Pour déterminer la direction éventuelle d’une branche infinie, calculons d’abord

M = arctan< 33 > .
T voe+1
D’aprées ce qui précede,
lim —f($) _T
T—+o00 X 2
La droite
A ~ Ty
oy 5

est donc une direction asymptotique de la courbe.

Il faut maintenant savoir si (Cy) possede réellement cette droite comme asymptote oblique. Etudions la
différence

f(z) — gac ==z {arctan(\/a%) - ;r] .
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Pour u > 0, on a l'identité

Avec

on obtient

Donc

Posons

1 T
arctanu + arctan|{ — | = —.
u 2

arctan <

) _ T —arctan<m> .

2 T

T
voe+1

f(z) — gx: —marctan( $+1> .

X

Alors t, > 0 et t; — 0 lorsque 2 — +o0. Ecrivons

Nous justifions maintenant la limite classique

z+1
ty = + .
x
arctan(t;) arctan(t)
zarctan(t,) = xt, ————— =V + 1 ——=.
t, t,
. arctant
lim —— =
t—0 t

sans utiliser d’autre outil que le théoréme des accroissements finis. Pour ¢ > 0, appliquons ce théoréme a
h(s) = arctan s sur [0, ¢]. Il existe & €]0, ¢] tel que

Ainsi,

arctant — arctan 0 1
p— h/ pu— .
t—0 (&) =1 + &2
arctant 1
t 1+&F

Comme 0 < & <tett— 0", ona& — 0, donc

Par conséquent,

D’ou

et finalement

+212664701592

arctant
t

arctan(t,)
ta

—1 et vVr+1— +oc.

xarctan(t,) — 400

3
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Conclusion

Au voisinage de 400, la courbe (C) possede une branche parabolique de direction

A:y=—x|

T
2

La droite A n’est pas une asymptote oblique puisque Iécart f(x) — S ne tend pas vers 0 mais vers
—o00. De plus, pour tout z > 0,

0< arctan(

$)<W
vVr+1 2’

donc

™

La courbe reste donc au-dessous de sa direction asymptotique.

3) Dérivée et variations

3.a) Dérivabilité sur |0, +oo[ et calcul de f'(x)

Pour x > 0, posons
u(z) = < = 2(x+1)"12

Vo +1

Les fonctions utilisées sont dérivables sur |0, +00|, donc u, arctan ou, puis f le sont également.

Calculons u/(x) :
W(@) = (x4 1) V24 g (-i) (2 +1)%2,

Mettons au méme dénominateur :

o (z) = r+1 x 2@+ 1)—x
(4132 2@+ 1)32 0 2@+ 1)3/2°
Ainsi,
, _ x+2
v = s

D’autre part,

9 x? r+1+22 224+1+1

1+u(z) =1+ = = .
Tz +1 z+1 r+1

Donc

'(z) x4+ 2 z+1

u
T+u(@)? 2@+1)32 22+ao+1

(arctanu(z)) =

On simplifie :

( ) ( T ))’ z+2
arctan = .
z+1 2Vr+1(z2+2+41)

Comme

flx) = marctan(\/%) ,

la formule de dérivation d’un produit donne

x >+ z(x +2) '
Ve +1 2V +1(z2+x+1)

f'(z) = arctan <
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3.b) Signe de f’(z) et variations de f

Soit & > 0. Alors .

ve+1

> 0,

donc

arctan (

T
> 0.
v+ 1)

Par ailleurs,
z(x +2)

2V + 122+ 2 +1

car tous les facteurs du numérateur et du dénominateur sont strictement positifs. Ainsi,

> 0,
)

f'(x) >0 pour tout = > 0]|.

Par conséquent, f est strictement croissante sur |0, +oo[. Comme f est continue a droite en 0, avec f(0) = 0,
elle est en fait strictement croissante sur tout RT.

Nous avons aussi
f(0)=0 et lim f(z)=+o0.

T——+00

La table de variation est donc :

f est strictement croissante sur R™.

4) Bijection de R* vers un intervalle [/

La fonction f est continue et strictement croissante sur R*. Son image est donc I'intervalle déterminé par
ses valeurs aux extrémités du domaine :

f(0)=0 et lim f(z)=+o0.

T—+00
Ainsi,
f(RT) = [0, +00[=RT.

Par stricte croissance, f est injective. Comme son image est exactement R, elle est surjective de R™ sur
R*. Par conséquent,

f:RT — R™ est bijective.

L’intervalle demandé est donc

I =Rt =[0,4+o0]|

La fonction réciproque f~! est elle aussi strictement croissante sur RT.

5) Tracé de (Cf) et (I'y-1) dans un méme repére
Les courbes d’une fonction bijective et de sa fonction réciproque sont symétriques par rapport a la premiére

bissectrice
=7

Nous allons relever les éléments utiles au tracé.
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— (Cy) passe par 0O(0,0) et y possede une demi-tangente horizontale y = 0.
— f est strictement croissante sur R™.

— Au voisinage de 400, (Cf) posséde une branche parabolique de direction y = Fx, située au-dessous
de cette droite.

— La courbe (I';-1) est I'image de (C) par la symétrie d’axe y = x.
— Comme (Cy) possede en O une demi-tangente horizontale, (I'y-1) possede en O une demi-tangente
verticale, d’équation x = 0.

Pour mieux positionner les deux courbes, cherchons leur point d’intersection autre que 1’origine. Les courbes
(Cf) et (I'y-1) se coupent exactement sur la droite y = z. On cherche donc les solutions de

f(z) =z

Pour x > 0, cela équivaut a

T
— | =1,
\/ac—i—l)

arctan (

puis a
T

ve+1

Comme les deux membres sont positifs, nous pouvons élever au carré :

=tanl.

22 = (tan®1)(x + 1).

On obtient
22 — (tan? 1)z — tan? 1 = 0.

L’unique solution positive est

tan?1 4+ vtan? 1 + 4tan?1
o =
2

et numériquement

o~ 3.187.

Ainsi les deux courbes se coupent en

‘O(0,0) et A(a,a)‘.

De plus, comme f est croissante et que f(x) — x change de signe en «, on a :
0<z<a= f(z) <z,

x>a= f(z) >z

Par symétrie, cela permet de placer immédiatement (I'y-1) par rapport a la droite y = z.
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Les deux courbes sont symétriques par rapport a y = x. La courbe (Cy) part de I'origine avec

une demi-tangente horizontale, tandis que (I';-1) part de I'origine avec une demi-tangente verticale.
Elles se recoupent au point A(a, o) avec o =~ 3.187.

Synthese finale

Question Résultat essentiel
Dérivabilité & droite en 0 15(0) = 0; demi-tangente horizontale y = 0.
Limite en +oo f(z) = 4o0.
Branche infinie f(x)/x — 7/2 et f(x) — Fx — —oo : branche
parabolique de direction y = §z.
x z(z +2)
Dérivée () = arctan( ) + .
S Vr+1 2V +1(z2+ 2+ 1)
Variations /() > 0 pour z > 0, donc f strictement croissante
sur RT.
Bijection f bijective de RT sur RT.
Courbe réciproque ['y-1 est la symétrique de Cy par rapport a y = .
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ETUDE DE FONCTIONS

Enoncé intégralement réécrit

Soit f la fonction définie par

1) Déterminer le domaine de définition Dy, puis calculer

oo T2

2) Etudier la dérivabilité de f & gauche de 0 et & droite de 1 et —1.
3) Calculer f’'(z) puis donner le tableau de variation de f.
4) Soit g la restriction de la fonction f sur [—1,0].

a) Montrer que g est une bijection de [—1,0] vers un intervalle J que 'on précisera.

b) Exprimer g~!(z) pour tout = de J.

1. Domaine de définition et limite en +oco

1.1. Domaine de définition

Pour 22 # 1, I'expression
x

2

4 —1

est bien définie. La racine cubique est définie pour tout nombre réel, qu’il soit positif, nul ou négatif.
L’arctangente est elle aussi définie sur tout R.

Ainsi, la formule principale définit f pour tout
zeR\{-1,1}.

Mais I’énoncé donne séparément les deux valeurs

Les deux points exclus par le quotient sont donc réintroduits par la définition par morceaux. Par conséquent,

D;=R.
1.2. Calcul de wl_l)gl()()f(:t)
Posons, pour x # +1,
T
— 3
u(x) = ]
1
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Pour x > 1, toutes les quantités qui apparaissent sont positives. Cubons u(x) :

3 3 zt
ue) == x2—-1 22-1
Or . )
T
2-1 -1
Lorsque x — +o00,
x? 1

2 = +00 et

Donc
u(z)® — +oo.

La fonction t — +/t étant croissante sur R, on obtient
u(z) — 4o00.

Enfin,

. T
lim arctant = —.
t——400 2

Par composition,

2. Dérivabilité aux points particuliers

2.1. Dérivabilité a gauche en 0

La formule est valable en 0 puisque 0 # 1. On a

f(0) = arctan (O X ¢ 01> = arctan(0) = 0.

Le nombre dérivé a gauche en 0, s’il existe, est

) — tim 1@ =10
. |

z—0~ T

Comme f(0) =0 et, pour = # 0 proche de 0,

f(x) = arctan <m,3/ :E2w_1> ,

on obtient 0 )
FD =IO (0 7).
T x e —1
Posons
x
— 43
w(z) == R
Alors
f(x) arctan(w(x)) w(x) arctan(w(z)) ,/ =
r w(x) r w(x) 2 -1
Lorsque z — 07,
x n x
x2_1—>0, 3x2_1—>07 w(z) — 0.
2
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De plus, la limite usuelle

donne

Ainsi,

f est dérivable a gauche en 0 et

lim arctant 1
t—0 t
t
arctan(w(z)) 1
w(z)

fy(0) = 0.

Le méme calcul a droite donne également f5(0) = 0; en particulier, f est dérivable en 0 et f’(0) = 0.

2.2. Dérivabilité a droite en 1

Pour x > 1, posons toujours

Lorsque z — 17, on a 22 — 1 — 07, donc

et par suite

u(z) =z 510
R +o00, u(x) = +oo,
™
f(x) = arctan u(z) — 5= f(1).

La fonction est donc continue a droite en 1.

Etudions maintenant le taux d’accroissement :

f(z)— f(1) arctanu(z) — §
Pour u > 0,
1 =«
arctan u + arctan — = —,
U 2
donc
T
arctanu — 5 = — arctan o
Ainsi
f(z) — f(1) _ arctan(u(m))
r—1 x—1
Posons
1 1 2_1
v(z) = —— = =4 z
Alors v(z) = 07 et
fl@) = f(1) _  arctan(v(z)) v(z)

Lorsque x — 17T,

1
- —1,
T

+212664701592

r—1 v(x) r—1

vm 1 xfl :U+1
— T

sfz+1 3 1
- 2 [ ——
3

coutienccolairelesgenies@gmail.cor
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Par conséquent,

v(z) — +0o0
-1
Comme arctan(v)/v — 1 lorsque v — 0,
N,
z—1t r—1

Point important

La limite du taux d’accroissement n’est pas finie. Ainsi f n’est pas dérivable & droite en 1 au sens

usuel. La courbe posséde cependant en (1,7/2) une demi-tangente verticale a droite, d’équation
z=1.

2.3. Dérivabilité a droite en —1

Pour —1 <z <0,onaxz<0etaz?—1<0,donc

>0
2 -1
et
— 3 T
= <0
u(z) =z T
Lorsque x — —17T,
— 400, u(x) — —oo,

donc

F(z) = arctan u(z) — —~ = f(—1).

La fonction est continue a droite en —1.

\]

Le taux d’accroissement vaut
f(z)— f(=1) arctanu(z)+

41 a z4+1

wolx

Pour u < 0, on a

T 1
arctanu + — = arctan(—) .
2 u

Posons
v(x) = ———=>0.

Alors v(z) — 07 et

f(x) — f(—1) arctan(v(z)) v(z)

z+1 v(x) r+1

1 14221
u(r)  x x

on obtient, pour z > —1 assez proche de —1,

(x+1)(x—1) 3/50—1
a:—i—l x+12/3'

1 1
R

Calculons le second facteur. Comme

Quand x — —17T,

1
—= 1,
x

4
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Donc

v(z)

— +00.

r+1

Par conséquent,
— f(—1
o [0 —JCD
z——1+ r+1

Point important

f n’est pas dérivable a droite en —1 au sens usuel. La courbe posséde une demi-tangente verticale a
droite au point (—1, —7/2), d’équation z = —1.

3. Calcul de f'(z), signe de [’ et variations

3.1. Calcul de la dérivée sur les intervalles ou la formule est réguliere

Pour
reR\{-1,0,1},
posons
T
u(x) =z 5
Alors
f(x) = arctan(u(x))
et , )
4 €7
P& = e
Posons aussi -
h =
On a
h,(m):(acz—l)—QxZ: 2 +1
(22 —1)2 (22 —1)2
Puis

Par la formule de dérivation d’un produit,
1
u'(z) = h(z)? + - gh(x)_2/3h’(x).

En remplacant h et h’ et en simplifiant, on obtient

2(x? — 2) x
!/ — 3 .
RS A TR L (P
Par conséquent,
2(x? - 2) ¢/ =<
() = > (z # —1,0,1).
3(z2 —1) (1+w2<3 —" 1) )
Nous avons déja établi que
f'(0)=0
5

+2 l 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor el MSUJK’E&C E MDU‘M



Etude de fonctions — Exercice 2 Correction détaillée

3.2. Signe de f'(z)

Le facteur

est strictement positif.

Il reste donc a étudier le signe de
(a2 —2) [ =
2 -1 Va2-1

La racine cubique conserve le signe de son argument :

x x
sgn(3 %2_1> = sgn(x2 — 1) .

1 T
3 —
sgn<x2_1 a;2—1) = sgn(x),

car le facteur (22 — 1) intervient deux fois dans le signe et son carré de signe vaut +.

Alinsi,

On en déduit la regle particulierement simple

sen(f'(2)) = sgn(a(@® — 2)) | (@ #—1,0,1).

Les zéros pertinents sont donc

a::—\/§, z =0, =12

Les points —1 et 1 sont des points ou f’ n’existe pas.

3.3. Tableau de signe de f’

e | ]=o0,=V2[ | V2 | ]=V2,-1[| =1 [ ]-L0[| 0 |]o,1[ | 1 |]L,v2[| V2| ]v2 +oo
T — — —~ — — 0 + | + + +

x? -2 + 0 - - - - - — — 0

f'(x) - 0 + n.d. - 0] — |nd - 0

Ici « n.d. » signifie que le nombre dérivé n’est pas défini au point considéré.

fest:

— strictement décroissante sur | — 0o, —v/2];
— strictement croissante sur [—v/2, —1[;

— strictement croissante sur [—1,0];

— strictement décroissante sur [0, 1];

— strictement décroissante sur [1,v/2];

— strictement croissante sur [v/2, +00].

3.4. Valeurs et limites nécessaires au tableau de variation

u(—x) = (—xz) xz_f = x :CQQU_ 1= u(zx).
6
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La formule principale est donc paire sur son domaine d’expression. En particulier,

™

lim f(z)= lim f(z)=—.

T——00 T——400 2

Aux points critiques +v/2 :

V2
(V2)? -1

donc
V232 = 91/291/6 — 92/3 _ ¥/
Ainsi
F(—V3) = [(V2) = arctan(V4).
De plus,
£(0) =0,
Aux points +1, il faut distinguer les limites et les valeurs imposées :
- _T ) =_" - __T
im f@)=3, f-D=-3.  lm f@)=-1.
et T 71' T
li =—— 1) == li = —.
dim flz)=-5, f)=5  lm flz)=2

Il y a donc un saut a gauche de —1 et un saut en arrivant a 1 par la gauche.

3.5. Tableaux de variation de f

Posons, pour alléger I’écriture,
A = arctan(v/4).

Comme f présente des ruptures aux points —1 et 1, le tableau global est beaucoup plus lisible et surtout
plus rigoureux si 'on sépare les trois branches de la courbe.

Premiére branche : | — oo, —1[. Sur | — oo, —v/2[, on a f/(z) < 0, puis sur | — /2, —1[, on a f’(z) > 0.
De plus,

lim f(z) ==,  f(—=v2)= A4, lim f(x):g.

T——00 2 r——1-

Ainsi :

x —o0 | | =00, —V2[ | —vV2 | ] -V2,—1] | =1~
f'(x) - 0 +
\ A

s m
2 2

Deuxiéme branche : [—1,1[. Sur ] —1,0[, on a f'(z) > 0, puis sur ]0,1[, on a f/(x) < 0. En outre,
T ) T

r—1— 2

Dou :

x| -1 |]=10]0]0,1[| 1~

f(z) | n.d. + 0| —

fl@) | =5 | /7 10 N | -
7
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Troisiéme branche : [1,+oo[. Sur ]1,v/2[, on a f'(z) < 0, puis sur ]v/2, +oc[, on a f/(z) > 0. De plus,

fO=5. VD=4 lm f)=7.

T—+00 2

Ainsi :

|1 LV V2| V2 4od] | +oo
+
N|Aal o

%
—
&
B
(o
|
(e}

s
2

Point important

Les ruptures sont essentielles :

NN

. T T

Jm flz) =5 #f(-1)=—5,
et - x
Jlim o) =—5 #f(1)=35.

On ne doit donc jamais relier les branches a travers —1 ou 1 par une fleche continue dans un tableau

de variation.
g y,

4. Restriction g de f a [—1,0]

4.a. Montrer que g est bijective et déterminer J

Sur | — 1,0[, nous avons montré que

f'(z) > 0.

De plus, f est continue & droite en —1, continue sur | — 1, 0], et

Par conséquent, la restriction
9= fi-1,
est continue et strictement croissante sur [—1,0].

Une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle est une bijection de cet intervalle sur son
image. Comme g est croissante,

Donc
™
J=|—-=,0
-5
et
7T .. .
g:[-1,0] — {_E’O] est bijective.
. J

8
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Etude de fonctions — Exercice 2 Correction détaillée

4.b. Expression explicite de ¢!

Soit -
yedJ= [—2,0} .
Nous cherchons 'unique z € [—1, 0] tel que
y =g(z).
Commencons par le cas -
-3 <y <0.

Alors x €] — 1, 0] et la formule principale s’applique :

x
= t 3 .
Yy = arc an(x,/$2_1>

Comme y €] —m/2,0], la tangente est définie et 'arctangente est injective. On peut donc prendre la tangente

des deux membres :
T
tany = x ¢ .
y Va2 —1

Cubons les deux membres :

3 - 3 i _ X
tan®y =2 2 -1 22-1
Posons
X =2
Comme z €] — 1,0],
X €10,1]
L’équation devient
X2
tan® Y = .
X -1

Donc
tan® y(X — 1) = X2,

c’est-a-dire
X2 —tan®y X + tan®y = 0.

C’est une équation du second degré en X. Son discriminant vaut
A = tan®y — 4 tan®y.

Comme y €] — 7/2,0], on a tany < 0, donc tan®y < 0 et A > 0.

Les deux solutions algébriques sont

_ tan®y 4+ /tan%y — 4tan3y

X1 5
tan®y — /tan®y — 4tan3y
Xy = .
2
Or
\/tanﬁy —4tan®y > |tan®y| = —tan®y,
donc
Xs <0.

Comme X = 22 > 0, la seule solution admissible est

_ tan®y 4+ /tanby — 4tan3y
5 .

9
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Etude de fonctions — Exercice 2 Correction détaillée

Ainsi

, tan®y + /tany —4tandy
7’ = .
2

Mais z € [—1,0], donc on doit choisir la racine carrée négative :

\/tan3y+ Vtan®y — 4 tan’y
T =— .
2

Par conséquent, pour —7/2 <y <0,

2

1 tan®y + /tan®y — 4tan®y
9 () =-

Au bord gauche de J, la tangente n’est pas définie, mais la valeur de I'inverse est immédiate :

g(—1) = —g = |g! (_;r) = -1

Conclusion

La fonction réciproque est donc donnée par
T
—1 - _
1 ) y 2 )
9= tan®y + /tan®y — 4tan®y 7r
— , —=<y<0
2 2
_ J
Synthese finale
Domaine Dy=R
Limite en 400 xgrfoo flz)=m/2
A gauche de 0 f5(0) = 0; en fait f'(0) =0
A droite de 1 taux d’accroissement — —oo : pas de dérivée finie
A droite de —1 taux d’accroissement — 400 : pas de dérivée finie
Zéros de f’ -2, 0, V2
Signe de [’ signe de x(x? — 2) hors {—1,0,1}
Valeurs en ++/2 f(£V?2) = arctan(v/4)
Restriction g g:[—1,0] = [—7/2,0] bijective
10
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fix) = arctan(x{/;f_—]_l, avec {l)=n/2 et {i-1) =-n/2

S g e

4

fix)
o

_n'Jf.-L'I, - /

-2 L
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Etude de fonctions www.allocapschool.com  Exercice 3 - correction détaillée

EXERCICE 3

Etude compléte d’une fonction définie par morceaux

Soit f la fonction définie par

14 Va3 — 222, x> 2,
fl@)=1 2 (

— arctan
T

1
T < 2.
\/2—33)’

1) a) Etudier la continuité de f sur R.

b) Etudier la dérivabilité de f & gauche et & droite du point 2.
2) Calculer les limites de f en +o0o et —oo.
3) Calculer

i T2
puis étudier la branche infinie de (Cy) au voisinage de +oo.

4) a) Calculer la fonction dérivée sur | — 0o, 2] et |2, +o0l.

b) Etudier les variations de f et dresser sa table de variation.
5) Soit g la restriction de la fonction f sur | — oo, 2].

a) Montrer que g est une bijection de | — 0o, 2[ vers un intervalle J que I'on précisera.

b) Exprimer g~!(z) pour tout = de J.

1. Continuité et dérivabilité au point de raccordement 2

1.a) Etude de la continuité de f sur R

Idée / méthode

La fonction est donnée par deux expressions différentes. Chacune est continue a l'intérieur de son
intervalle de définition. Le seul point ou une vérification spéciale est nécessaire est donc le point de
raccordement x = 2.

Sur | — 00,2[. Pour x < 2,ona2—2x >0, donc v2—2 >0 et
1
V2—zx

est bien défini. Les fonctions z — 2 — z, u — /u sur |0, 400, v — 1/v et ¢t — arctant étant continues sur
les ensembles concernés, la fonction

2
xr+— — arctan(
m

1
)
est continue sur | — oo, 2.

Sur |2, +o0[. Pour z > 2,
2 — 222 = 2%(2 — 2) > 0.

La racine cubique est définie et continue sur R, donc
x— 1+ Va3 — 222

est continue sur ]2, +o0].
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Il reste a étudier le point z = 2.

D’abord, comme 2 > 2,

fQ)=1+V23-2.22=14+8-8=1.

Calculons la limite a gauche. Lorsque x — 27,

2—z—0", V2—2z—-0", > — +o00.
—x
Or
. T
lim arctant = —.
t——+o0 2
Ainsi 5
T
li =—.—=1.
wigl* f(l’) T 2

A droite, lorsque z — 27,
23— 2% = 2% (x - 2) = 0T,

donc
lim f(z)=1+vV0=1.
r—21

Nous avons donc

lim f(z)=f(2)= lim f(z)=1.

T2~ z—2+

La fonction f est continue en 2. Comme elle est continue sur chacun des deux intervalles situés de
part et d’autre de 2, elle est finalement continue sur tout R.

‘ f est continue sur R.

1.b) Dérivabilité a gauche et a droite en 2
Dérivée a gauche en 2

Par définition, le nombre dérivé a gauche serait

_ 2)
Jo@) =l ==
si cette limite était réelle et finie.
Posons
h=2—x2>0.
Alors x — 27 équivaut & h — 0" et x — 2 = —h.
Pour z < 2,
(@) =~ arctan ()
T) = —arctan| — | .
T Vh
Pour tout u > 0, on sait que
1
arctanu + arctan() = E.
u 2

Avec u = 1/\/5, on obtient

arctan(ﬁ) = g — arctan(Vh).

Donc

flz)=1- 2 arctan(Vh).

™
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Comme f(2) =1,

f(x) = f(2) —Zarctan(vh) garctan(\/ﬁ)
r—2 —h o h '
Ecrivons
arctan(v/h) B arctan(v/h) 1
h Vh Vh
Or
arctanu 1 ot 2N T
u—0 u o \/E '

Par conséquent,

flz) - £2)

9 = +00.

lim
r—2~

La limite n’étant pas un nombre réel fini, f n’est pas dérivable a gauche en 2 au sens usuel.

Dérivée a droite en 2

Pour x > 2,
f(z) = f(2) = Va3 — 222 = {/a2(x — 2).
Ainsi
1ns1 f(x) —f(2) B 3/—x2(x_2) B $2/3($_2)1/3 B $2/3
x —2 r—2 x —2 (- 2)23

Lorsque x — 27,

2% 5 223 >,

Donc

(x—2)%% = 0F.

f(z) — f(2)
T —2

lim
z—2+

= +400.

La fonction n’est donc pas dérivable & droite en 2 au sens usuel.

Point important

la courbe (Cy) possede au point

une tangente verticale d’équation

Les deux taux d’accroissement tendent vers +oo. Ainsi, f n’est pas dérivable en 2 au sens usuel, mais

A(2,1)

r = 2.

2. Limites en +0o et —oc0

Limite en +oc0

Pour z > 2,

Pour z > 0,

2
J1—= — 1.
X
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Etude de fonctions www.allocapschool.com  Exercice 3 - correction détaillée

Ainsi le second terme est équivalent en grandeur & = et tend vers +o0o. Donc

Limite en —©

Pour z < 2,

flz) = 2 arctan(

s

)

Lorsque x — —o0,

2 -z — +oo, V2 —1x — oo,

Comme arctant — 0 lorsque ¢t — 0,

lim f(x)=0.

T——00

En particulier, au voisinage de —o0, la courbe (Cy) admet 'asymptote horizontale

y = 0.

3. Branche infinie au voisinage de +o0

Pour z > 2,
f(x) 1 Va3—-222 1 2
LA L A A Ry
x x x x x
Par passage a la limite,
lim ﬁ =1.
r—+00 I

La courbe possede donc au voisinage de 400 une branche infinie de direction la droite de pente 1.
Pour savoir §'il existe une asymptote oblique, calculons f(z) — .
Posons
Ay = o1 — =,
x

Alors a; — 1 et
flx) —z=1+z(a; —1).

Utilisons l'identité
a® —b% = (a—b)(a® + ab+ b%).

Aveca=a, et b=1,

ad —1 —2/x
o™ :a%+ax+1:a%+ax+l'
Ainsi
2
zlaz —1) = a2 +ay + 1
Donc 9
f(w)_x:1_a§3+ax+1

Lorsque x — +00, a, — 1, donc

-1 _ =
T——+00 1+1+1 3
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Par conséquent,

1
1 - =)=
i () -2 —g) =0
La droite
1
A:y= -
Y x+3

est donc une asymptote oblique a (Cy) au voisinage de +oo.

Position de (C}) par rapport a A

Pour x > 2, on a

De plus,

1 2 2
o= (o+3) =5~ e

Mettons au méme dénominateur :

1> 2@ 4ay+1)—6  2(a2+a, —2)

f(x)_($+3 3(a2+ap+1)  3(a2+ag+1)

Or
a2+ ay —2 = (az — 1)(az +2).

Comme 0 < a, <1,onaa; —1<0eta,+2>0.Le dénominateur est strictement positif. Donc

f(:c)<a¢+% (x> 2).

Conclusion

Au voisinage de 400, (Cf) admet I'asymptote oblique

y::l"—i_g?

et la courbe est située en dessous de cette asymptote pour tout x > 2.

(&

4. Dérivée, signe de f’ et variations de f
4.a) Calcul de f'(x)
Sur | — 00, 2|

Pour x < 2, posons

Alors

Comme

+2]261347%92 5 soutienscolairel
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on obtient ) /()
oy 2 u(z
fla) = w1+ u(z)?
Or .
2 _
u(@)” = 2—x’
donc 1 3
—x
]. 2 — ]_ =
+ulz) * 2—x 2—=x
Par conséquent,
2 1(2—x)73/2 2z
R ) _ 4 —-3/2
f(x) - = 7T(2 x) T
—T
Ainsi
1
! = < 2).
f'(@) TB_nvi s (z<2)
Pour z < 2,
3—x>1>0, V2—1x>0,
donc
fllz)y >0  (x<2).
Sur |2, +00]
Pour z > 2,

1/3

flz)=1+ <x3 - 2x2>

La quantité o3 — 222 = 2%(z — 2) est strictement positive, donc la dérivation est permise :

f(z) = % (mg - 2x2>_2/3 (322 — 4x).
Ainsi
vy x(3r—4)
fiz) = W (z>2).

Comme x > 2, on a
2/3
2>0, B3z-4>2>0, (9:3—2932)/ > 0.

Donc

f(z) >0 (z > 2).

Tableau de signe de f’

T ] — 00,2[ 2 12, +00]

f(x) + non définie +

Le signe est donc strictement positif de chaque c6té de 2. La seule particularité est que f’ n’existe pas

comme nombre réel fini en 2.
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4.b) Variations de f

Puisque f/(z) > 0 sur | — 00, 2[, f est strictement croissante sur cet intervalle.
Puisque f’'(z) > 0 sur |2, 400[, f est strictement croissante sur cet intervalle.
De plus, f est continue en 2 et

lim f(z) = f(2) = lim f(x)=1.

T2~ z—2+

Pour justifier rigoureusement la croissance sur tout R, considérons deux réels z; < x2. Si les deux sont du
méme coté de 2, la croissance déja démontrée suffit. Si

x1<2<x2,

alors, puisque f est strictement croissante sur | — oo, 2|,

f(z1) < lim f(x) =1,

T2~

et puisque f est strictement croissante sur |2, +o0],
1= lim f(z) < f(x2).
z—21

Ainsi
flar) <1< f(a2),
donc f(z1) < f(x2). On peut donc conclure que f est strictement croissante sur tout R.

Les valeurs utiles sont

lim f(z)=0, f(2) =1, lim f(z)= +oc.

T—r—00 T—r400

Tableau de variations de f

T —00 2 +00

f'(z) | +  non définie +

f(z) 0 1 S 4oo

Pour rendre la lecture encore plus explicite :

Tr:—00—2 x:2——+00
0 > 1

N
croissante croissante

‘ f est strictement croissante sur R.

Le point x = 2 n’interrompt pas la croissance : il correspond seulement & une tangente verticale.

5. Etude de la restriction g sur | — oo, 2|

On définit
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5.a) Montrer que g est bijective et déterminer J

Nous avons déja démontré que, pour tout z < 2,

Donc g est strictement croissante sur | — oo, 2[.
Une fonction strictement croissante est injective. Ainsi g est injective.

Calculons les valeurs limites aux extrémités de l'intervalle :

Jim g(@) =0, lim g(z) = 1.
Pour tout =z < 2,
1
> 0,
2—x

donc

0<arctan< ! > < il

V2 —x 2’

et donc

0<g(zr) <l

Les deux bornes 0 et 1 ne sont pas atteintes puisque l'intervalle de départ est ouvert aux deux extrémités
pertinentes —oo et 2.
Ainsi

J =)0, 1].

Comme g est continue et strictement croissante de | — 0o, 2 vers |0, 1], elle prend une fois et une seule chaque
valeur de ]0, 1.

g :] — 00,2[ — ]0, 1] est une bijection.

5.b) Expression de ¢!

Soit y € J =]0, 1]. Posons

Alors

Multiplions par 7/2 :

Comme 0 <y < 1,
Ty
0<—=< =
2 2’

donc la tangente est bien définie et strictement positive. En appliquant la tangente aux deux membres,

; (7ry> 1

an| — | = ——.
2 ) Va—a

On inverse les deux membres positifs :

_
tan(mwy/2)
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En élevant au carré,

1
y P . —
. tan?(my/2)
Ainsi
5 1
r=2—- —5—.
tan?(my/2)

Par définition de la fonction réciproque,

W =2y WD

En utilisant la lettre = pour la variable de la fonction réciproque, on peut écrire

1
-1
r)=2— —5—< x €0, 1].
@) =2 oy w0l
Synthese finale

Question Résultat
Continuité f est continue sur R.
Dérivabilité en 2 Taux d’accroissement — +o00 a gauche et a droite ; tangente

verticale x = 2.

Limites lim,—s oo f(z) =0 et limy—y 400 f(x) = +00.

Branche en +o0o Asymptote oblique y = x + %, courbe en dessous pour x > 2.
Signe de f’ f(x) >0 sur | — 00, 2[ et sur |2, 4+00].

Variations f est strictement croissante sur R.

Restriction g g :] — 00,2[—]0, 1] est bijective.

Réciproque gl (z)=2— W.
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Correction intégralement détaillée

Enoncé intégralement réécrit

On considere la fonction f définie sur R par

f) arctan vz + 2, T > =2,
xr) =
T+2—vVr2+2zr, x< -2

Montrer que f est continue au point —2.
Etudier la dérivabilité de f & gauche et & droite du point —2.
Calculer la limite lim f(x).

Tr——00

(a)

(b)

(a)

(b) Etudier les branches infinies de la courbe (C}).

(a) Calculer f’'(z) sur chacun des intervalles | — oo, —2[ et | — 2, +-00].
(b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
(a)

Montrer que
Vz €] — oo, —2], f(z) > 2x + 3.

(b) Tracer la courbe (Cy).
5. Soit g la restriction de la fonction f sur | — oo, —2[.
(a) Montrer que g est une bijection de | — oo, —2[ vers un intervalle J & déterminer.
(b) Calculer g~!(z) pour tout = de J.
(c) Tracer, dans le repére précédent, la courbe de la fonction réciproque g—1.

6. Soit (Up)n la suite définie par
Uy=2 et Un+1 = f(U,) pour tout n € N.

(a) Montrer que ’équation f(z) = z admet une seule solution « dans [1,2].

(b) Montrer que
Vz € RT, arctanx < .

(¢) Montrer que
Vn € N, 1< U, <2.

(d) Etudier la monotonie de la suite (U,),, puis en déduire qu’elle est convergente et déterminer sa
limite.
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Correction détaillée

1) Continuité et dérivabilité au point —2

l.a) Continuité de f au point —2

Comme —2 > —2, la valeur f(—2) se calcule avec la premiére expression :

f(—2) = arctan v/—2 + 2 = arctan 0 = 0.

Nous devons maintenant comparer cette valeur avec les limites a gauche et a droite.

Limite a droite. Pour z > —2,

Lorsque x — —27, on a « + 2 — 07, donc /= + 2 — 0 et, par continuité de arctan,

Limite a gauche. Pour z < —2,

Lorsque x — —27,

r+2—0",

donc

Par conséquent,

Nous avons donc

f(x) = arctan vz + 2.

lim f(z)=arctan0 = 0.

z——21

flx)=2+2—Vax?+2x.

Va2 42z —0.

lim f(z)=0—-0=0.

r——2"

lim f(z)=f(-2)= lim f(z)=0.

T——2" r——271

2?42 =x(x+2)— 0",

’Conclusion. f est continue en —2.

1.b) Dérivabilité a gauche et & droite de —2

Nous étudions séparément les deux taux d’accroissement.

A droite de —2. Posons h =z + 2, donc h — 0% lorsque x — —2*. Comme f(—2)

f(z) — f(—2) arctan/z+2  arctanvh

x4+ 2 x4+ 2 N h

Posons ¢t = vh. Alors t — 01 et h =2, d’ou

arctan\/ﬁ - arctant B arctant 1

h 2 t t

Or, puisque arctan est dérivable en 0 et (arctan)’(0) = 1,

Ainsi

Donc

+212664701592

arctant — arctan 0 _q

im =
t—0 t—0
arctant 1
— et — — +o00.
t t
— (=2
lim —f(x) 1(=2) = +00.
r——21 T+ 2
2
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Il n’existe donc pas de nombre dérivé a droite fini en —2.

A gauche de —2. Pour z < —2,

flz)— f(-2) x+2—-+Va?+4+2 1 \/x(x+2)'

x+2 x4+ 2 N x+2
Comme x + 2 < 0, on peut écrire
V(r+2) \/7
oz +2 z+2
Ainsi )
fa) - f(-2) | T
x+2 x+2

— +00. Donc

x
Quand z — —27, le quotient
x

i {@) = F2)

= +400.
r——2" x + 2

Il n’existe donc pas non plus de nombre dérivé a gauche fini en —2.

Conclusion. f n’est pas dérivable en —2. Les deux taux d’accroissement tendent vers +oo : la
courbe (Cf) admet en A(—2,0) une tangente verticale d’équation z = —2.
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2) Limite en —oo puis branches infinies

2.a) Calcul de lim f(x)

Cette question est traitée seule, avant I’étude des branches infinies.

Pour z < -2,

fl@)=2+2— Va2 + 2.

Comme vz2 + 2z >0, on a
f@) <z 4.

Or
lim (x4 2) = —oc0.

T—r—00

Par comparaison,

lim f(z) = —oc.

T—r—00

2.b) Etude des branches infinies de (C})

Au voisinage de —oo. La limite précédente vaut —oco. Nous cherchons maintenant une éventuelle asymptote

oblique.
Considérons
f(x) — (22 + 3).
Pour z < -2,
fl@)— 2z +3)=zx+2—Va?+2x—22-3
=—z—1—Vz2+2z.
Rationalisons :

—x —1)% — (22 + 27)
—x—l—\/x2+2x:( i
—r—14+Vz2+22

22+ 2c+1—22—2z

—r—14+Vz2+22
1

—z—1+V22+2c

Lorsque x — —o00, le dénominateur tend vers +oo, donc

lim (f(z) — (22 +3)) =0.

T——00
Ainsi,
y=2r+3
est une asymptote oblique a (Cy) au voisinage de —oo.

De plus, pour z < —2,

—x—1+Va?+ 2z >0,

donc
flx)—(2z+3) > 0.

La courbe est donc au-dessus de cette asymptote sur | — oo, —2].

Au voisinage de +o0. Pour x > —2,
f(x) = arctan vz + 2.

Lorsque x — +o0,

VI +2— 400,
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et l'on sait que

Donc

Par conséquent,

est une asymptote horizontale a (Cy) au voisinage de +oo.

. T
lim arctant = 7

t——+oo
. T
i f(@) =3
_T
LA

s
Comme arctant < 5 pour tout £ > 0, la courbe reste au-dessous de cette asymptote pour x > —2.
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3) Dérivée, signe de [’ et variations

3.a) Calcul de f’(z) sur les deux intervalles demandés

Sur | — o0, —2[. On a

f@)=2+2— Va2 + 2.

Comme 22 + 2z > 0 sur cet intervalle,

Ainsi

Sur | — 2, +00[. On a

Posons u(z) = v/ + 2. Alors

et

Donc

Ainsi

Signe de [’

2x + 2

a 2vVx2 + 2x

r+1

Va2 + 2z

fla)=1-

r+1

Va2 + 2z’

T < —2.

f(x) = arctan vz + 2.

W(@)= s
2Vx + 2
!/

(arctanu) = ﬁ

1

1

(x+3)2yr +2

1+ (Vz+2)? 2Vz+2

Pour x < —2,ona x +1 <0 et vVz2 + 2z > 0. Donc

et par conséquent

r+1

V2 + 2z

fla)=1-

<0,

T+ 1

Va2 + 2z

Pour z > -2, onax+3>1>0et vz +2 >0, donc

En x = —2, f/ n’est pas définie.

+212664701592

1

fl(a) =

>1>0.

>0
2(z +3)Vx + 2

-2

| — 2, +00[

non définie

6
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3.b) Variations de f

La fonction est strictement croissante sur | — oo, —2[ et sur | — 2, +00[. De plus, elle est continue en —2 et

lim f(x)=f(-2)= lim f(z)=0.

T——2" r——27F
Il n’y a donc aucun changement de sens de variation au point —2 : f est strictement croissante sur tout R.

Nous disposons des valeurs limites

lim f(z) = —o0, f(=2) =0, lim f(z) =

T——00 T—+00

v

f(x) + non définie +

I
Conclusion. f est strictement croissante sur R, de —oo vers 5 en passant par f(—2) = 0.
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4) Position par rapport & une droite et tracé de (Cy)

4.a) Montrer que f(z) > 2x + 3 sur | — 0o, —2]

Nous séparons le point z = —2 du cas ¢ < —2.
Au point z = —2.
f(=2)=0 et 2(-2)+3=-1.
Donc
f(=2)=0>-1=2(-2)+3.
Pour =z < —2. Nous avons déja calculé

1

flz)— 2z +3)= SRR et

Or, pour x < —2,

—x—1>0 et Va2 42z > 0.

Le dénominateur est donc strictement positif. Par conséquent
f(z)—(2x+3) >0,

c’est-a-dire

f(z) > 2x + 3.
En réunissant les deux cas,
‘Va: €] — 00, —2], f(z) > 22+ 3.
En réalité, I'inégalité est stricte sur tout | — oo, —2].

4.b) Tracé de la courbe (Cf)

Pour construire la courbe, nous utilisons les informations déja obtenues :
— f est strictement croissante sur R;
— A(—2,0) appartient a la courbe;
— la tangente en A est verticale : x = —2;
— au voisinage de —oo, 'asymptote est y = 2z 4 3 et (Cf) est au-dessus;

T
— au voisinage de +o00, 'asymptote horizontale est y = 5 et (Cy) est au-dessous.

—— (¢ (branche droite
— s ) ‘/——_ — — : : z,

—— (y (branche gauche) 2

y=2r+3 4
--- y=m/2

—10 +

—12

—14 +
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5) Restriction g et fonction réciproque

On définit g comme la restriction de f a | — oo, —2[ :

g(z) =2 +2— Va2 + 2z, r < =2

5.a) Bijection et détermination de .J

Sur | — 0o, —2[, nous avons montré que
g'(x) = f'(x) > 0.
Donc g est strictement croissante sur cet intervalle. Elle est par ailleurs continue sur | — co, —2[.

Aux extrémités,

:Bgr—noog(x) =%
et
lim g(z)=0.
T——2"

Comme —2 n’appartient pas au domaine de g, la valeur 0 n’est pas atteinte par g.

Ainsi
g(] — 00, _2[) :} - O0,0[.

Donc
J =] —00,0].

Puisque g est continue et strictement croissante de | — oo, —2[ sur J, elle est bijective.

’Conclusion. g :] — 00, —2[—] — 00, 0] est une bijection.

5.b) Expression de ¢!

Soit y € J =| — 00, 0[. Cherchons 'unique = < —2 tel que
y=g(r)=z+2—Va?+ 2z

On isole la racine :

Va2 +2r=2+2—1y.
Pour la solution recherchée, le membre de droite est positif. Nous pouvons donc élever au carré :

242 =(z+2—y)>
Développons :

2?42 =a® 4 +4 - 2y(z+2) + >

Apres simplification,
20 =4z + 4 — 2zy — 4y + >
Donc
22(1 —y) = —4 + 4y — y>.
Comme y < 0,ona l1l—y >0, donc
A+ 4y - y?
2(1-vy)

En multipliant numérateur et dénominateur par —1,

P —dy+4 (y—2)°
o2y -1)  2y—1)
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Ainsi

En remplacant la lettre y par x,

5.c) Tracé de la courbe de g!

1

La courbe de g7 est 'image de la courbe de g par la symétrie d’axe y = x.

25 -

— v o
'_Cg—l "_«' -
e - - - - z >
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6) Etude de la suite (U,)

Comme Uy = 2 > —2, et comme nous montrerons que tous les termes restent dans ]1, 2], la formule utilisée
dans toute cette partie est

f(z) = arctan vz + 2 (x > —=2).
6.a) L’équation f(r) = 2 admet une unique solution « dans [1, 2]

Sur [1, 2], posons

H(z) = f(x) — x = arctan V& + 2 — x.
La fonction H est continue sur [1,2].

Calculons ses valeurs aux extrémités. Pour x = 1,
T
Hﬂ)zmdwyﬁ—lzg—L

Comme 7 > 3,

T

s,

3
donc

H(1)>0
Pour z = 2,
H(2) = arctan 2 — 2.

Or

arctan 2 < g < 2,

car m < 4. Donc
H(2) <O0.

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe au moins un

a€]1,2]
tel que
H(a) =0,
c’est-a-dire
fla) =«

ﬂm+awx+2_l

Or
2@ +3)Vr+2>1,
donc
0< f(z) <1.
Ainsi

H'(z) <0 sur [1,2].

La fonction H est strictement décroissante et ne peut donc s’annuler qu’une seule fois.

Conclusion. L’équation f(z) = z admet une unique solution « €]1,2[. Numériquement, o =~
1,0508273, mais cette approximation n’est pas nécessaire a la démonstration.
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6.b) Montrer que arctanx < z pour tout r € R*

Définissons
o(z) = x — arctan z, x> 0.
On a
¢(0) =0
De plus,
1 2
¢ () = = >0

Donc ¢ est croissante sur RT. Comme ¢(0) = 0,
px) 20 (z20).

Ainsi

Vo € RT, arctanx < x.

6.c) Montrer que 1 < U, <2 pour tout n € N

Nous procédons par récurrence.

Initialisation. On a

Up = 2,

donc

1< Uy <2
Hérédité. Supposons qu’a un certain rang n,

1<U, <2
Alors

3<U,+2< 4,

donc

V3 <\VU,+2<2.

Comme arctan est strictement croissante,
U
arctan /U, + 2 > arctan V3 = 3 > 1.

Ainsi
Un+1 > 1.

Pour la majoration, la question 6.b donne, avec t = /U, + 2 > 0,

arctan /U, + 2 < /U, + 2.

Or U,, <2, donc

VU, +2 <2

Ainsi
Un+ 1 < 2.

Nous avons donc
1< Un+1 < 2.

La propriété est héréditaire. Par récurrence,

Vn € N, 1<U, <2
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6.d) Monotonie, convergence et limite de (U,,)

Nous savons que 'unique solution de f(x) = = dans [1,2] est «, avec

l<a<?2.

Nous commencons par montrer que

U, >« pour tout n € N.
Au rang 0,
Uy=2>a.

Supposons U,, > a. Comme f est strictement croissante sur R,

f(Un) > f(a).
Or
fla) =a.
Ainsi
Upy1 > a.

Par récurrence,

‘Un > « pour tout n. ‘

Etudions maintenant le signe de f(z) — « sur [1,2]. La fonction
H(z) = f(z) —x
est strictement décroissante et s’annule uniquement en «. Donc
r>a = H(x)<0.

Comme U,, > a,

H(U,) <0,
c’est-a-dire
f(U,) —U, <0.
Or f(U,) = Up41. Donc
Un+1 < U,.

Ainsi, la suite (U,) est strictement décroissante.
Elle est en outre minorée par « (et donc par 1). Par conséquent, (U, ) est convergente.

Notons
{= lim U,.

n—-+o0o

Comme tous les U,, appartiennent a [1,2], on a £ € [1,2]. La fonction f est continue sur [1,2]. En passant
a la limite dans

UTH-l = f(UTL)7
on obtient

0= f(0).

Ainsi ¢ est une solution de ’équation f(z) = x dans [1,2]. Or cette solution est unique et vaut o. Donc

{ = a.

Conclusion. La suite (U,,) est strictement décroissante, minorée par «, donc convergente, et

lim U, = .
n—-+o0o
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Synthese finale

Elément Résultat

Continuité en —2 f est continue et f(—2) = 0.

Dérivabilité en —2 Pas de dérivée finie ; tangente verticale x = —2.
Limite en —oo f(z) = —o0.

Asymptote a —oo y = 2x + 3, avec (Cf) au-dessus.

Asymptote a 400 y= g, avec (Cy) au-dessous.

Signe de f’ f'(x) > 0 pour z # —2.

Variations f est strictement croissante sur R.
Restriction g g :] — 00, —2[—] — 00, 0] est bijective.
Fonction réciproque g ' (z) = H, x < 0.

Point fixe Il existe un unique « €]1,2[ tel que f(a) = a.
Suite (Up,) Strictement décroissante et U,, — a.
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Etude de fonctions — Exercice 5 www.allocapschool.com Correction détaillée

EXERCICE 5 - ETUDE DE FONCTIONS

Correction intégralement détaillée

Enoncé intégralement réécrit

I) On considére la fonction h définie sur | — oo, 0] par

r—1
22+1

h(x) = 2arctan (%)

1) Calculer h'(z) et montrer que h est strictement décroissante.
2) Déduire que
(Vx < 0) h(z) < 0.

3) Montrer que

Ve <0 < arct < —.
(Vz < 0) T < arctany < 77

IT) Soit f la fonction définie sur | — oo, 0] par

1
Fa) = (mﬂ— 1)2 arctan(;) , +#0,

—57 r =0.

1) a) Montrer que f est continue a gauche de 0.
b) Etudier la dérivabilité de f & gauche du point 0.

2) a) Calculer lim f(z) et montrer que
T—r—00

lim —= =1.
r——00 I

b) Etudier la branche infinie de la courbe (Cf) au voisinage de —oo.

3) Montrer que
(Vz <0)  fi(z) = (z = Dh(x),

puis dresser le tableau de variation de f.

4) Tracer la courbe (Cy).
On donne : (Cf) coupe la droite (A) d’équation y = & — 2 en un point d’abscisse

a~ —0,5,

et (Cf) est située au-dessous de (A) dans | — oo, af.

I. Etude de la fonction h

1) Calcul de //(x) et sens de variation

Pour x < 0,onaxz#0 et
h() = 2arct (1) z—1
x) =2arctan| — | — ——.
x 22 +1

Calculons séparément les deux dérivées.
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D’abord,

Donc

arctan| — =— .
x z2+1
Ensuite, par la formule de dérivation d’un quotient,

(x—l)’_(at2+1)—2z(:c—1) —z?+2r+1

2 +1 (22 +1)? (224 1)2
Ainsi,
2 —z?+ 2z +1
hW(x)=— —
(z) 22 +1 (22 +1)2
22?4 1) +a?—22—1
B (22 +1)2
_ _562 +2x 43
T @
Or
420 +3=(x+1)*4+2>0
et
(22 4+1)% > 0.
Donc, pour tout z < 0,
h'(x) < 0].

La fonction h est strictement décroissante sur | — oo, 0].

2) Déduction du signe de h

Nous calculons d’abord la limite de h en —c0 :

1 1
- — 0 = arctan(—) — 0,
x x
et 1
x [R—
— — 0.
2 +1
Par conséquent,
lim h(z)=0|
Tr——00

Comme h est strictement décroissante, lorsqu’on part de —oo vers un réel x < 0, ses valeurs deviennent
strictement inférieures a sa limite 0. Ainsi,

(Vz <0) h(z) <0]

3) Encadrement de arctanz pour z <0

Nous allons démontrer séparément les deux inégalités.

+2 l 2 6 64 7 01 5 9 2 s’oat/‘engca/a/ri/ecgenfec@gmm‘/.coz el MOU/KV/;C E MDW



Etude de fonctions — Exercice 5 www.allocapschool.com

Correction détaillée

Premieére inégalité : x < arctanx

Posons
p(r) = arctanz — x (z <0).
Alors )
1 x
'(z) = —-1=- <0.
La fonction ¢ est donc décroissante sur | — 0o, 0] et
¢(0) = 0.
Pour z < 0, on a donc ¢(x) > ¢(0) =0, d’out
(¢ <orctan)
Deuxiéme inégalité : arctanx <
1+ 2?2
Posons
= t — .
Y(z) = arctan x 522
Alors
1 1—z?

Ve =1 T vy

(1+2%) = (1—a?)
(14 22)2
222

- >0
(1+ 22)2 =0

Ainsi ¢ est croissante sur | — oo, 0]. Comme 1(0) = 0, pour z < 0 on obtient

P(x) < 0.

Donc

arctanx <

z
1422

Finalement,

r < arctanx <

x
(Vz < 0) a2t

Point important

division par x renverse les inégalités :

arctan 1

1> > .
T 1+ 22

Ainsi, par encadrement,

arctan x 1

z—0~ T

Cet encadrement va étre utilisé plusieurs fois dans la partie II. En particulier, puisque x < 0, la
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II. Etude de la fonction f

1.a) Continuité a gauche en 0

Pour x < 0,

f(z) = (z—1)?2 arctan(l> .

x
Lorsque x — 07,

(z—-1)2 =1
et
1 <1> T
— = —00 =— arctan{— ) —> ——.
x x 2
Donc
T T
li =1 —_ ) = ——.
Jm f(w) =1 x ( 2) 2
Or I’énoncé donne -
FO) =-3.

Ainsi,

f est continue a gauche en 0.

1.b) Dérivabilité a gauche en 0

Nous devons étudier

— f(0
L f@) = 0)
z—0~ x
Pour z < 0, on utilise I'identité
(5)-—3
arctan| — | = —— — arctanx |
T 2

En effet, si x < 0, les deux angles arctan z et arctan(1l/z) appartiennent a | — 7/2,0[ et leur somme vaut
—m/2.

Ainsi,

f(@) = £(0) = (& — 1)° (—g _ arctanx> L7

2
= _g(g; —1)? — (z — 1)%arctan = + g
— _g;pQ +7r— (z— 1)2 arctan z.
En divisant par z < 0,
F@=FO) | 7oy (g e Ctane
x 2 T
Lorsque x — 07,
t
a0, o1y, | MCtanr
2 x
Par conséquent,
— f(0
lim f(z) = 1(0) =04+m—1.
z—0~ €T
Donc
0y =m—1
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f est dérivable a gauche en 0 et son nombre dérivé a gauche vaut m — 1. La demi-tangente au point
A (0,—-%) a pour équation

v
= (r—1)z — =.
y=(r—1)z >

2.a) Limite de f en —oo puis limite de f(z)/z

Cette question est traitée avant 1’étude de la branche infinie, conformément a ’ordre de 1’énoncé.

Pour z < 0, appliquons '’encadrement de la partie I au nombre 1/x <0 :

1 1 . T
— < arctan| — | < 11: 5 .
T x 1+? ¢+ 1

Comme (z — 1)2 > 0, on peut multiplier sans changer le sens :

(x—1)2 r(r—1)32
x f(z) z2+1
Or )
-1 1
M:x—2+——>—oo,
x z
et ( )2
z(x —1
—r -2+
PN R Ao B

Par encadrement,

lim f(z)=—o0|

T—r—00

Passons maintenant a f(z)/z. Comme z < 0, la division par x renverse les inégalités :

(=12 f@) _ (@=17

x2 T 2417

Mais ) )

-1 -1

() P

T e +1

Donc, par encadrement,
lim L(az’) =1
r——00 I

2.b) Branche infinie au voisinage de —co

La limite précédente montre déja que la courbe posséde une direction asymptotique de coefficient directeur
1. Pour déterminer une éventuelle asymptote oblique, calculons

lim (f(z)—x).

T—r—00

Ecrivons

x
9 1 1 1 1
= z“ |arctan| — | — —| — 2z arctan| — )] + arctan| — ) .
x x x x

Nous étudions les trois termes.
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D’aprés 'encadrement de la partie I, pour ¢ < 0,

¢ L 3
L+2 1442

0< 22 {arctan<l> — 1} < — x
x x 241

Le membre de droite tend vers 0, donc

1 1
22 [arctan(—) — —} — 0.
T T

0 < arctant —t <

Avec t = 1/x, on obtient

Ensuite, en posant encore ¢t = 1 / x,

1 arctant
rarctan| — | = : — 1.
T

Enfin,
1
arctan(—) — 0.

T

Par conséquent,

lim (f(z) —x)=-2|

T—r—00

La courbe (Cf) admet au voisinage de —oo I'asymptote oblique

Ey=r7)

3) Calcul de f'(x) et tableau de variation

Pour x < 0,
fx) = (z—1)2 arctan(%) .

Par la formule du produit,

fl(x)=2(z—1) arctan(%) + (z —1)? <_w21—i— 1)
=(x—1) {2 arctan(i) - ;2—:_11] .

Le terme entre crochets est précisément h(x). Donc

(Vz < 0) f'(z) = (z — 1)h(z) |

Pour x < 0,
xr—1<0 et h(z) < 0.

Donc

f'(x) >0 pour tout z < 0.
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Tableau de signe de f’

Ainsi, f est strictement croissante sur | — oo, 0]. Nous avons déja obtenu

lim f(z)=—-oc0 et  f(0)=——.

T——00 2

Tableau de variation de f

f est strictement croissante sur tout son domaine | — oo, 0].

4) Tracé de la courbe (Cy)

Pour construire la courbe, rassemblons toutes les informations obtenues :
— domaine : ] — 00,0];
— f est strictement croissante;
— lim f(x) = —o0;

T—r—00
— asymptote oblique en —oc0 : Ay =z —2;
— f(0) = —7/2;

— demi-tangente a gauche en 0 de pente m — 1;
— d’apres la donnée de I’énoncé, (Cy) coupe A une seule fois en un point d’abscisse o ~ —0,5;

— (Cf) est au-dessous de A sur | — 0o, . Comme il n’y a qu'un point d’intersection et que f(0) =
—7/2 > —2, la courbe est au-dessus de A sur |a, 0].
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0
4
_2 .
—4
_6 .
— G
> Ary=x-2
—8
_10 -
_12 .
-14 T T T T T
=12 -10 -8 -6 -4 -2 0

A titre de contrdle numérique du dessin, Pintersection est proche de

a~—0,517,
ce qui est cohérent avec la donnée o ~ —0, 5.
Synthese finale
Résultat Valeur / propriété
22+ 2+ 3
n ———5 <0
Signe de h h(z) <0 pour z <0
Encadrement r < arctanz < T pour z < 0
1+ 22
Continuité en 0 lim f(x) = f(0) = I
z—=0" 2
Dérivée a gauche en 0 fe(0)=7—1
Limite en —o0 lim f(z)=—o0
T—r—00
Rapport lim @ =1
T——00 I
Asymptote y=x—2
Dérivée sur | — 0o, 0] f(x)=(z—=1)h(z) >0
Variation [ strictement croissante sur | — oo, 0]
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EXERCICE 6 - ETUDE DE FONCTIONS

Correction intégralement détaillée

Enoncé intégralement réécrit

- ™
Soit f la fonction définie sur [0, +o00| par

N

flz) = L=

— arctan(y/z) |

1) Calculer
oo 1)

2) Etudier le sens de variation de la fonction f.

3) On consideére la fonction g définie par

arctan (/) .

g9(z) = Jr—1

a) Déterminer D,.
b) Déterminer les limites de g aux bornes de D.

c) Etudier la dérivabilité de g & droite de 0, puis donner une interprétation géométrique du
résultat.

d) Calculer ¢'(x) et étudier les variations de la fonction g.

5) Soit h la restriction de g sur [0, 1[. Montrer que h est une bijection de [0, 1] vers un intervalle &
déterminer.

6) Tracer les courbes (Cy) et (Cp-1).

Idée directrice

Le changement de variable naturel est ¢t = \/z, avec ¢ > 0. Il simplifie les expressions sans modifier le

probléme. Pour I’étude de ¢/, le calcul fera apparaitre exactement la fonction f étudiée auparavant :
c’est le lien essentiel entre les questions 2 et 3.

1) Calcul de ml_l)IJlrnoo f(x)

On a

— arctan(y/z).

Etudions séparément les deux termes.

Pour le premier terme, divisons numérateur et dénominateur par x :

Lorsque x — +o00,

1/9
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donc

lim ve—1 =0.
z—4o00 x4+ 1

D’autre part,
VT — +oo

et I'on sait que

. T
lim arctanu = —.
u——+00 2

Ainsi,
lim arctan(y/z) = %

T—r—+00

Par différence,

i =T

2) Sens de variation de f

Pour = > 0, posons

t=+x>0.
Alors x = t2 et A
f(l') = m — arctant.

Nous allons calculer f'(x).

Calcul détaillé de la dérivée

Posons

A

Pour z > 0, la formule de dérivation d’un quotient donne

salE+l) = (Vo -1)

u’(x) = (:17—}-1)2

Mettons le numérateur au méme dénominateur 2,/x :

x4+ 1 (\/E_l):x+1—2\/a_c(\/5—1).

N 2T
Or
2Vr(Vr —1) = 2z - 2V/x,
donc
r+1-20+2/r=1—2+2x.
Ainsi,
o l—x 42z
RN
2/9
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Par ailleurs,

/ 1 1 1
(arctan(v/z)) = 2 2 " 2t D)
Donc
f’(x)—1_$+2ﬁ 1

T2z +1)2 2yz(z+1)
-z +2yz— (v +1)
2ya(z +1)?
—2x+2\/x
2(x +1)?
_ Vel = Va)
Vr(r+1)2

Comme z > 0, on peut simplifier par \/x :

R !
f)=Grme  @>0

Le dénominateur (z + 1)? est strictement positif. Le signe de f’(z) est donc exactement celui de 1 — /.

Ainsi :
fl(x)>0, 0<z<1,
f(1) =0,
fl(z) <0, z>1

Calculons les valeurs utiles :

f(0) = T~ arctan0 = —1,

1-1
f(1) = 5~ arctan 1 = —%,

et, d’apres la question 1,

- __T
i f(z) = -3
Tableau de signe de f’
x 10,1] | 1 | ]1,4o00]
-y | + |0 —
(z+1)2%| + |+ +
fi(®) | + |0 -
Tableau de variations de f
z 0 1 400
f'(x) + 0 -

3/9
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Ainsi, f est strictement croissante sur [0, 1], puis strictement décroissante sur [1, +00[. Son maximum est

£1) = -

T
e

Nous pouvons aussi en déduire une information tres importante pour la suite :

‘f(a:)<0 pourtoutxzo.‘

En effet, sur [0,1], on a f(z) < f(1) = —7/4 <0, et sur [1, +oo], la fonction décroit a partir de la valeur
négative —7/4.

f croit sur [0, 1],

f décroit sur [1, +oof,
f(z) < 0 pour tout = > 0.

3) Etude de la fonction g

On considére

arctan(/z) .

g(z) = Jio1

a) Détermination de D,
Pour que g(z) soit définie, il faut d’abord

pour que /x existe.

Il faut ensuite que le dénominateur ne soit pas nul :

Vr—-1#0 <= Vr#l < z#1.

Par conséquent,

Dy = [0,1[U]1, +ool.

b) Limites de g aux bornes de D,

Les bornes a étudier sont 0, 1 par la gauche, 1 par la droite et 4-oc0.

En 0

Lorsque x — 07T,
arctan(v/z) -0 et  Vz—1——1.

Donc

lim g(x)=0.

z—0t

Drailleurs ¢g(0) = 0.

4/9
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En 1~

Lorsque x — 17,
T
arctan(y/z) — arctan 1 = 1> 0

et
Vr—1-—0".
Ainsi,
lim g(z) = —oc.
z—1—
En 17

Lorsque x — 17T,
arctan(y/z) — % >0

et
Vr—1-—0" .
Donc
li = .
i 91 = e
En +o00

Lorsque x — 400,

s
arctan(y/x) — 5
tandis que
VT —1— +oo.
Le numérateur tend vers une valeur finie et le dénominateur vers +oo. Par conséquent,
li =0.

Comme, pour x > 1, numérateur et dénominateur sont positifs, la limite est atteinte par valeurs positives :

g(z) = 0%,

li =0,
AR 9)

lim g(z) = —o0,
T—1-

li =
Jlim g(x) = +oo,

- — ot

G J/

c) Dérivabilité de g a droite de 0 et interprétation géométrique

On a
9(0) = 0.
Le taux d’accroissement a droite de g en 0 est donc, pour z > 0,
g(@) = g(0) _ arctan(y/7)
x z(yz—1)°
5/9
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Posons
t=+x>0.

Alors = t% et t — 07 lorsque & — 01, Ainsi,

g(x) —g(0) arctant

x Te2t-1)
Ecrivons
arctant  arctant 1
2(t—-1) t tt—1)
Nous justifions d’abord la limite
. arctant
lim — =1
t—0+ t

Pour ¢t > 0, appliquons le théoréme des accroissements finis & la fonction u — arctanwu sur [0, ¢]. Il existe
¢t €]0,t] tel que

arctant —arctan0 1
t—20 14
Donc
arctant 1
t 1+c

Comme 0 < ¢ <tett— 0", onac —0,dou

t
arctant 1
t
D’autre part,
tt—1)—0"
car t > 0 et t —1 < 0 pour t suffisamment petit. Ainsi,
! —
—00
t(t—1)
Par produit,
fim 9 —9©)
z—0t x

La limite du taux d’accroissement n’est donc pas un réel fini : g n’est pas dérivable a droite en 0 au sens
usuel.

Géométriquement, la courbe (Cy) possede au point
0(0,0)

une demi-tangente verticale, d’équation
z = 0.

g n’admet pas de nombre dérivé fini a droite en 0. La courbe (Cy) possede en O(0, 0) une demi-tangente
verticale d’équation x = 0.

6,/9
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d) Calcul de ¢'(z) et variations de g

Soit & > 0, avec x # 1. Posons

Alors N(z)
x
g(x) = D(x)
Nous avons 1
N'(z) =
@) = AT D
et
D(e)=
2\/x’
La formule du quotient donne
J(@) = N'(z)D(z) — N(z)D'(x)

D(z)?
Vz—1 arctan(/T)

_ 2/a(@tD) 2/
(Vo —1)2

! (ﬁ -1 arctan(ﬁ)) .

Factorisons 1/(2y/z) :

AW vyl

Or lexpression entre parentheses est précisément f(z). Ainsi,

f(x)

d(x) = NN (x>0, z#1).

C’est ici que la question 2 devient essentielle. Nous avons démontré que
f(z) <0 pour tout z > 0.

Pour x > 0 et x # 1,

2Vz(vz —1)% > 0.

Par conséquent,

g (x) <0 pour tout z €]0, 1{U]1, +o0].

Tableau de signe de ¢’

x 10,1] 1 ]1, 4+00]
f(x) - - -
2vr(yT —1)2 | + 0 +
g (x) — | non définie | —

Tableau de variations de g

La fonction ¢ est strictement décroissante sur chacun des deux intervalles de son domaine :

[0,1] et 11, +o0l.

7/9
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g est strictement décroissante sur [0, 1] et strictement décroissante sur |1, +o00].

5) Bijection de la restriction h

Soit
h =901
Sur [0, 1], la fonction g est continue et strictement décroissante. Nous avons de plus
h(0) = g(0) =0
et
lim h(z) = —oco.
rz—1—

Par continuité et stricte monotonie,
h([0,1[) =] — o0, 0].
Posons donc
J =] — 00,0].
La stricte décroissance assure 'injectivité de h. La continuité, jointe aux valeurs extrémes précédentes,
assure que toute valeur de J posseéde un antécédent dans [0, 1] : h est surjective sur J.

Ainsi,

‘h : [0, 1[—] — 00, 0] est une bijection.‘

Sa fonction réciproque est donc bien définie :

1] — 00,0] — [0, 1].

Comme h est strictement décroissante, sa réciproque h~! est elle aussi strictement décroissante.

6) Tracé de (C,) et (Cj-1)

La courbe de h™! est la symétrique de la portion de (Cy) correspondant & x € [0, 1] par rapport a la droite

Yy =x.

Les informations essentielles pour le tracé sont :

g(0) =0, 111{1 g(x) = —o00, lim g(z) =+4o0, lim g(x)=0".
z—1—

r—1t T—+00
Ainsi, x = 1 est une asymptote verticale de (Cy) et y = 0 est une asymptote horizontale de sa branche sur
11, 4o00].
Pour (C},-1), puisque
lim h~l(y)=1",
Yy——00

la droite y = 1 est une asymptote horizontale de (C}-1) lorsque I’abscisse tend vers —oo.

8/9
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8% i —
— (4, branche [0,1] I : /,//
—— Cy, branche |1, 4+-o00] 6| E E
— Cp—1 |
. y:.x :
--- rz=1 4 :
. y=1 :
20
T e S SREN
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1~ 1 2 3 4 5 T 8 9
W) |
L-1 sl :

La courbe (Cj-1) est obtenue par symétrie de la branche de (Cy) correspondant & [0, 1[ par rapport
a la droite y = .

Bilan général

Elément Résultat
Limite de f xll)rfoo fz)=—m/2

Variations de f

croissante sur [0, 1], décroissante sur [1, +o0]

Signe de f

f(z) < 0 pour tout x > 0

Domaine de g

[0, 1[U]1, +o00]

Variation de g

strictement décroissante sur chaque composante de D,

En 0 pour g

demi-tangente verticale x = 0

Restriction h

h: [0, 1[—] — 00, 0] bijective

Courbe de A1

symétrique de la branche de Cy sur [0, 1[ par rapport a y = x

+212664701592
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