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Fonctions logarithmes

Série d’exercices — Enoncés

Exercice 1
1) montrer que (Vk € N¥) b <ln(k+1)—Ink < 1
a CE =k
2n
1
2) on considere la suite (Uy,)y, définie par (Vn € N*) U, = Z T
k=n

1 1
a) montrer que (Vn € N*) U, — - <In2<U, — —.
n 2n

)
b) déduire que (Uy,), est convergente et déterminer sa limite.

"1 "1
) on pose x, = Z — | —lnnety,= Z — | —In(n + 1) pour tout entier naturel non nul n.
ik ik

w

a) montrer que (Vn € N*) y, < xz,.
b) montrer que (zy), et (yn)n sont adjacentes.

Exercice 2

On considere la fonction f définie sur ]0, +oo] par : f(x) = Inz — 2arctan z.
1) calculer les limit li t 1 .
) calculer les limites z_l}r}rqoof(x) e g%%)f(ﬁ)
x
2) calculer la dérivée f'(z) et étudier le sens de variation de f puis dresser le tableau des variations.
3) a) prouver que I’équation f(x) = 2n admet une unique solution notée a,.

b) vérifier que (Vn € N) e?" < a, et déterminer lim a,.
n—-+o0o
Qp, . 4 . . Qn _
4) montrer que (Yn € N) In <62”> = 2arctan(ay) en déduire que ngar_loo o =

Gn Gn

5) montrer que (Vn € N) In ( ) = 2(arctan(a,) — arctan(a,41) — 1) en déduire lim

An+1 n—+00 Ap41 '

Exercice 3

Soit a un réel de RY .
n

on considere la suite U,, = Z
a
k=0

"y et la fonction f(z) = In(z + a).

1 1
1 t Vk e {0,1,...,n—1 < flk+1)— f(k) <
) montrer que (¥k € { n—1}) e Flh+1) = () < ——
2) prouver que (Vn € N*) In (1 + n) <U,<-+1In (1 + n)
a a a
3) déterminer les limites lim U, et lim —-.
n—-+4oo n—+oo N
Exercice 4
2
On consideére la fonction f définie sur [0, 400 par : f(z) = N +In(x 4+ 1).
x
1) a) montrer que f est strictement croissante sur [0, +oo].
b) calculer lim f(z)et lim @ donner une interprétation géométrique du résultats.
x——+00 rx—+oco X

2) tracer la courbe de la fonction f.

3) soit n un entier de N*. on considere ’équation (E,) nf(z) = 1.

a) montrer que (E,) admet une unique solution x,,.

b) montrer que f admet une réciproque f~! et dresser le tableau des variations de f~1.
c¢) déduire la monotonie de la suite (x, ), puis déterminer sa limite.

1
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4) calculer lim @) en déduire lim nx,.
z—0 x n—+00

Exercice 5
Soit n un entier tel que n > 2.
Inz 1
on consideére la fonction f,, définie sur |0, +-oo[ par : fn(z) = — — —.
x

1) étudier le sens de variation de f, et donner le tableau des variations.
2) montrer que ’équation f,(x) = 0 admet une unique solution u,,.

3) a) prouver que (Vn >2) /e < uy,.

b) montrer que (Vz € R) ¥ > x4+ 1 en déduire que (Vn > 2) wu, <e.

1 1
) a) prouver que fry1(uy) = ﬁ (un —-1- n) et déduire que fy4+1(un) > 0.
n

b) montrer que (uy), est décroissante et convergente.
5) on pose V;, = Inu,, pour tout entier n de N* — {1}.
)

a) vérifier que (Vn >2) nV, =In (5)
Inn !

nn
b) montrer que (Vn >2) — <V, < 2— et déterminer lim V,, puis déduire que
n n n—-+o0

W

lim wu, =1.
n—-+00

Exercice 6

Soit n un entier de N tel que n > 2. on consideére la fonction f,(r) = —22 +2+nlnz.
1) calculer les limites xgrfw fn(z) et JI;E%) fn(z).

>
2) calculer la dérivée f!(x) et dresser le tableau des variations de f,.
3) a) on pose g(z) =zlnz —x + 2.
(i) calculer ¢'(x) puis donner le tableau des variations de g.
(ii) en déduire que (Vx €]0,4+o00[) g(z) > 0.

b) vérifier que f, (\/§> > 0 et prouver que ’équation f,(x) = 0 admet deux solutions U, et V,.
(on prend U,, < V,,)

InV, 1
c¢) calculer lim V,, et montrer que lim B _ 2
)

n—-too n—+oo Inn 2
4) a) prouver que (Vn >2) U, < 1.

b) vérifier que fp41(Uy,) = In(U,,) puis déduire que (Uy,)n>3 est croissante.
c¢) déterminer In U,, en fonction de n et U, et montrer que (Vn >2) — —<InU, <-——
n n

puis déterminer lim U,.
n—-4o0o

2
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Fonctions logarithmes Exercice 1

Correction détaillée — Exercice 1

Fonctions logarithmes et suites adjacentes
1. Montrer que, pour tout k& € N*,

1
_— <1 1) —Ink <
prq S+l —Ink<

| =

2. On consideére la suite (U,,) définie pour n > 1 par

a) Montrer que U, — % <In2 < U, % b) En déduire la convergence et la limite de
(Un)-
3. On pose, pour tout n > 1,

n 1 n

1
B, = — —lInn, by, = — —In(n+1).
;;k y ;k (n+1)

a) Montrer que y, < z,. b) Montrer que (z,,) et (y,) sont adjacentes.

1. Encadrer une différence de logarithmes

Idée : utiliser le théoreme des accroissements finis, car la dérivée de In est tres simple.

Fixons un entier & > 1. La fonction f(z) = Inx est continue sur [k, k + 1] et dérivable sur |k, k + 1],
car k > 0. Le théoréme des accroissements finis affirme qu’il existe ¢ €]k, k + 1] tel que

1
In(k+1)—Ink=f'(c)((k+1)— k)= ~.
c
Or k < c< k+1, et tous ces nombres sont positifs. Lorsque ’on prend les inverses de nombres
strictement positifs, le sens des inégalités s’inverse :

1 <1<1
k+1 "¢ "k
On obtient donc, en particulier,
Vk>1 ! <In(k+1) 1k<1
—— <In —1In —.
-7 k+1— ~ k

A retenir : le logarithme transforme un produit en somme et, surtout ici, les différences successives
In(k 4+ 1) — In k se simplifient lorsqu’on les additionne.
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Fonctions logarithmes Exercice 1

2. Etude de la suite U,

a) Encadrer In2

Pour tout entier £ > 1, la question 1 fournit

k:j—l <lnk+1)—Ink < %
Additionnons ces inégalités pour k =n,n+1,...,2n—1:
2n—1 2n—1 2n—1 4
Z k:+1 < n(ln(k—i—l)—lnk) < g e

Calcul de la somme centrale. En développant, les termes intermédiaires se compensent :

(In(n+1)—Inn)+ (In(n+2) —In(n+1)) +---

+ (In(2n) = In(2n — 1)) =In(2n) —Inn =1n n _ =1In2.
n

Calcul de la somme de gauche. En posant j = k + 1, on obtient

2n—1 2
n 1 n

1
2 1T > = Z“*: "

j= nJrl‘7 j= n
——
Un

Calcul de la somme de droite. Il manque le dernier terme 1/(2n) de U,

2712—:1372711_i U_i
k E 2n "o’
k=n

H/—’

Un

En réunissant les trois calculs, nous obtenons exactement

1 1
Vn > 1, U,——<ln2<U, — —.
n 2n

Vérification rapide pour n=1. U; =1+ % = % L’encadrement devient % <In2 <1, ce qui est
cohérent.

b) Convergence et limite

Nous voulons encadrer U, lui-méme. A partir de lencadrement précédent, ajoutons 1/(2n) a
I'inégalité de droite, puis 1/n a celle de gauche :

1 1
In2+ —<U,<Iln2+ —.
2n n

Quand n — 400, on a

1 1
— —0 et — — 0.
2n n

Les deux bornes convergent donc vers In 2. Par le théoreme des gendarmes,

+2 I 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 7 MOULK?/;CE MUULN/(



www.allecapschool.com

Fonctions logarithmes Exercice 1

lim U, =1n2.

n—-+oo

Remarque utile : 'encadrement donne aussi une estimation de l'erreur :

1 1
— < U, —In2< —.
2n n

Ainsi U,, approche In 2 par valeurs supérieures.

3. Deux suites adjacentes

Notons, pour simplifier les écritures,

[+
> =
Il
+
|
+
+
\

H, =

3

k

Il
—

Alors x, = H, —Ilnn et y, = H, — In(n + 1).

a) Comparer y, et x,
Soustrayons les deux expressions :
Ty —Yn = (Hp —Inn) — (Hy, —In(n + 1))
=In(n+1)—Inn=1In (1+71L>.
Comme n+ 1 >n > 0 et que In est croissante,

In(n+1) > lnn, donc Ty — yn > 0.

b) Montrer que les suites sont adjacentes

Définition. Deux suites sont adjacentes lorsque 1'une est croissante, I’autre décroissante, et que
leur différence tend vers zéro. Nous allons vérifier ces trois propriétés.

Etape 1 : (z,,) est décroissante. Calculons la différence entre deux termes successifs. Comme
Hys1 = Hy +1/(n +1),

1
Tpgl — Ty = (Hn + e In(n + 1)) — (H, —Inn)

1
=31 (In(n + 1) —Inn).
La premiere inégalité de la question 1, appliquée a k = n, donne
1
g <In(n+1) —Inn.

Par soustraction, z,4+1 — z, < 0. Ainsi

‘ () est décroissante.‘

3
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Fonctions logarithmes Exercice 1

Etape 2 : (y,) est croissante. Calculons de la méme maniére :

1
Yn+l — Yn = (Hn + n 1 In(n + 2)) — (Hy, —In(n+1))

— n—li-l — (In(n +2) —In(n + 1)).

Appliquons la deuxieme inégalité de la question 1 avec k =n+1 :

1

1 2)—1 1) < .
n(n+2) < In(n+1) < ——

D’ot ynt+1 — yn > 0 et donc

‘ (yn) est croissante. ‘

Etape 3 : leur écart tend vers zéro. Nous avons déja obtenu
Tp —Yn =In(n+1) —Inn.

En appliquant une derniere fois la question 1 avec k = n,

0< 2z, —yp <

SRS

Puisque 1/n — 0, le théoréme des gendarmes donne

lim (x, —yn) =0.

n—+00

Conclusion. La suite (z,,) est décroissante, (y,) est croissante, et leur différence tend vers zéro.
Par définition,

‘(xn) et (yn) sont adjacentes.

Elles convergent donc vers une méme limite réelle, que I'on peut noter ~ :

lim z, = lim = .
n——+o0o " n—)—i—ooyn v

Cette limite est appelée constante d’Euler—Mascheroni. Il n’est pas nécessaire de connaitre sa
valeur pour répondre a l’exercice.

Bilan des méthodes

1. Pour encadrer In(k + 1) — Ink, penser a la dérivée 1/x et au théoréme des accroissements finis.

2. Lorsqu’une somme contient des différences successives, chercher une somme télescopique :
presque tous les termes disparaissent.

3. Pour déterminer une limite, isoler la suite entre deux expressions ayant la méme limite.
4. Pour prouver que deux suites sont adjacentes, calculer x, 11 — Ty, Yn+1 — Yn €t Tp — Yn.
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Fonctions logarithmes Exercice 2 — Corrigé

Exercice 2 — Logarithme et arctangente

Correction complete et détaillée

Enoncé

On considere la fonction f définie sur |0, 400 par
f(z) =Ilnzx — 2arctan x.

1) Calculer lim, 1~ f(2) et lim, o+ f(2).
2) Calculer f'(z), étudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
3) a) Montrer que f(x) = 2n admet une unique solution a,.

b) Vérifier que e?" < a, pour tout n € N et déterminer limy, s 400 Qn-

4) Montrer que In (STZ) = 2arctan(ay,) et en déduire lim,,, o -

5) Montrer que In (ﬁ?) = 2(arctan(a,) — arctan(a,4+1) — 1) et en déduire lim,, 4 a:ﬁ

1. Limites aux bornes du domaine

Nous utilisons les limites usuelles

lim Inz = —o0, lim Inz = +o0,
z—0t T—+00
. . T
lim arctanz = 0, lim arctanx = —.
20+ T—+00 2

Lorsque  — 07, le terme —2arctan  tend vers 0; il ne change donc pas la limite infinie de Inx :

lim f(z) = —o0|

z—0t

Lorsque x — 400, —2arctanz — —7, nombre fini. Par conséquent,

Idée a retenir : ajouter une quantité qui tend vers une valeur finie ne modifie pas une limite égale
a +00 ou —o.

2. Dérivée et variations

Pour z > 0, les formules de dérivation sont

1 1
Inz) == t f = )
(Inz) o (arctan x) T 22
D’ou 1 5
/ _ —_—— ,—_—,—,.
f(x)_x 1422

Réduisons au méme dénominateur, strictement positif car = > 0 :

1+ 22 2z
/ — —_
fla) = z(14+22)  xz(1+22)
e —2z+1 | (z—1)?

r(1+22)  |2(1+22)]
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Fonctions logarithmes Exercice 2 — Corrigé

Le numérateur est un carré : (z — 1)2 > 0; il est nul uniquement pour z = 1. Le dénominateur est
strictement positif. Ainsi,

fl(z) >0 siz#1, f'(1)=0.
La fonction est donc strictement croissante sur 0, +oo] : le fait que la dérivée s’annule en un
point isolé ne crée pas de palier. Calculons la valeur au point particulier :

f(1)=Inl—2arctanl =0—2- % = —g.
T 0t 1 +00
Fie) 0
f(@) | —o0 /_%//—) +00
‘ Conclusion : f est continue et strictement croissante de —oo vers +oo sur |0, +-o00]. W

3. Existence de a,, inégalité et limite

a) Existence et unicité

Fixons n € N. Le nombre 2n est un réel fixé. Comme f est continue sur |0, +oo[ et que ses limites
aux bornes sont —oo et 400, le théoreme des valeurs intermédiaires assure qu'’il existe au moins un
an > 0 tel que

flan) = 2n.
De plus, f est strictement croissante, donc deux nombres distincts ne peuvent pas avoir la méme
image. La solution est donc unique.

Pour chaque n € N, il existe un unique a,, > 0 tel que ‘ln a, — 2arctan(a,) = 2n ‘ J

b) Comparaison avec ¢*" et limite

Partons de I’égalité définissant a,, :
Ina, — 2arctan(ay,) = 2n.

Isolons le logarithme :
Ina, = 2n + 2arctan(ay,).

Puisque a,, > 0, on sait que 0 < arctan(a,) < 5. Ainsi 2arctan(a,) > 0 et
Ina, > 2n = In(e*).

La fonction exponentielle est strictement croissante, d’ou

logarithmique
an > e |

Or e?” — 400 quand n — 4o00. Comme a,, est toujours plus grand, le théoréme de comparaison
donne

lim a, = +o0|
n—-4o0o

Astuce : pour obtenir une minoration de a,, il suffit d’isoler Ina,, et d’utiliser la positivité de
arctan(a,).
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Fonctions logarithmes Exercice 2 — Corrigé

4. Limite du quotient a,/e*"

Repartons de lna,, — 2arctan(a,) = 2n. En déplacant 2n,
Ina, —2n = 2arctan(ay,).

Mais 2n = In(e?"). Par la propriété Inu — Inv = In(u/v) pour u,v > 0,

an,

In (€2n) = 2arctan(ay) |

D’apres la question 3, a, — +00. Par continuité de I'arctangente et sa limite usuelle,
T
arctan(a,) — BL 2arctan(a,) — .

En appliquant ’exponentielle a 1’égalité précédente,

an

o = exp(2arctan(ay,)).

La fonction exponentielle est continue ; on peut donc passer a la limite :

. Gnp,
lim 5, =@
n—+oo e<n

™

Interprétation : pour les grands indices, a,, est proche de e™e?” = e?™*7 au sens ot leur quotient
tend vers 1.

5. Limite du quotient de deux termes consécutifs

FEcrivons la relation définissant a,, puis celle définissant a,y1 :

In a,, — 2arctan(a,) = 2n,
Ina,4; — 2arctan(ap+1) =2(n+1) =2n + 2.

Idée la plus directe : soustraire les deux égalités. La premiere moins la seconde donne

Inay, —Inap+1 — 2arctan(ay,) + 2 arctan(a,+1)
=2 — (2n+2) = —2.

En regroupant,
Ina, —Inay+1 = 2arctan(a,) — 2arctan(a,4+1) — 2.

On utilise Inu — Inv = In(u/v) et on factorise par 2 :

an+1

Comme a, — 400, la suite décalée a, 1 tend aussi vers +o0o. Ainsi

T T
arctan(a,) — 5 arctan(an4+1) — 3
Par différence,

2 (arctan(a,) — arctan(an,4+1) — 1) — 2 (;r — g - 1) = 9.

3
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Fonctions logarithmes Exercice 2 — Corrigé

Par continuité de ’exponentielle,

Qg _
262

lim
n—-+4oo Q41

Vérification intuitive : puisque a,, se comporte comme €217 le quotient de deux termes consécutifs

se comporte comme €217 /21T — o=2

Bilan des résultats

li =— li =
Jim, f(x) 00, Jm f(z) = 40,
2
! ($ — 1) . 5
r)=—"" >0, strictement croissante,
f(an) = 2n posséde une unique solution a, > e,
a a
ap — +00, — " D52
e2n (pi1
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Fonctions logarithmes Exercice 3

Correction détaillée — Exercice 3

Sommes et fonction logarithme

Enoncé

Soit a un réel strictement positif. Pour tout entier n > 1, on considere

n—1
1 1 1 1
U p— P .« .. e —
" ,;)aka a+a+1+ +a~|—n—1’

f(z) =In(z + a).

1. Montrer que, pour tout k € {0,1,...,n— 1},

1
a+k’

mﬁf(k+1)_f(k)§

2. Prouver que, pour tout n > 1,
n 1 n
ln(l—i——) SUn§—+ln<1+—).
a a a

3. Déterminer lim U, et lim —.
n——+oo n—+oo N

Préparation : pourquoi toutes les expressions existent-elles ?

Commea>0et k>0,onaa+k>0eta+k+1>0. Les fractions sont donc bien définies et les
logarithmes In(a + k) et In(a + k + 1) existent. La fonction f est dérivable sur [0, 4+o00[, car z +a > 0
sur cet intervalle.

1. Encadrer f(k+1)— f(k)

Idée a retenir

Sur un intervalle de longueur 1, la différence f(k + 1) — f(k) est comprise entre les valeurs
extrémes de la dérivée lorsque celle-ci est décroissante.

Etape 1 : calcul de la dérivée. La dérivée de Inu(z) est u'(z)/u(x), lorsque u(x) > 0. Ici
u(z) = x4+ a et v'(x) = 1. Ainsi

1
r+a

fl(a) =

Etape 2 : comparer les valeurs de f’. Pour z € [k, k+ 1], on a
a+k<a+z<a+k+1
Ces trois nombres étant strictement positifs, prendre leurs inverses renverse le sens des inégalités :
1 1 1
< < .
a+k+1"a+x " a+k

Etape 3 : théoréme des accroissements finis. La fonction f est continue sur [k, k + 1] et
dérivable sur |k, k + 1[. Il existe donc ¢ €]k, k + 1] tel que

Fh 1) — F(R) = FO)((k+1) k) =

Ca+c

+2 I 2 6 64 7 0] 5 92 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 7 MOU}KV’;CE MDW



www.allecapschool.com

Fonctions logarithmes Exercice 3

Comme k < ¢ < k + 1, 'encadrement précédent appliqué a x = ¢ donne

1
a+k’

Vk € {0,...,n—1}, 1§f(k+1)—f(k)§

a+k+

Vérification avec les logarithmes : f(k+1) — f(k) =In(a+k+1) —In(a+ k) = ln(%’“jﬁ'l). La

question 1 donne donc aussi un encadrement utile de ce logarithme.

2. Encadrer la somme U,

Idée a retenir

Additionner les encadrements de la question 1. Les termes f(1),..., f(n — 1) se compensent :
c’est le principe d'une somme télescopique.

Etape 1 : additionner pour £k =0,1,...,n — 1. On obtient

n—1 1 n—1 n—1 1
Igmﬁé(f(k"‘l)_f(k))SI;)G_'_I{;:UW

Etape 2 : faire apparaitre la simplification. La somme du milieu vaut

) = FOI+[FE2) = fFW]+ -+ [f(n) = f(n = 1)]
= f(n) — f(0) =In(a+n) —lna

:1n<“+”> - 1n<1+9>.
a a

On en déduit déja la borne inférieure recherchée :

In (1+2> <U,.
a

Etape 3 : obtenir la borne supérieure. Pour k = 0,...,n — 2, 'inégalité de gauche & la question
1 donne

1
mﬁf(k‘l'l)_f(k)-

En additionnant ces n — 1 inégalités (lorsque n > 2), on trouve

n—2
1
< —1)— .
Za+k+1_f(n 1) — f(0)
k=0
Or
1 =2
U=t LT
=0
donc

1 1 -1
Un§——i—ln(a—{—n—l)—lnaz——|—ln<1—i—n—>.
a a a

Comme a > 0 et n — 1 < n, la fonction In étant croissante,

1
1n<1+” >g1n<1+9>.
a a
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Fonctions logarithmes Exercice 3

Ainsi

1
Un§—+ln<1+ﬁ>.
a a

Cas n = 1. On a Uy = 1/a, et I'inégalité supérieure est immédiate puisque In(1+1/a) > 0. La borne
inférieure découle de la question 1 avec k = 0.

n

Vn > 1, ln<1+ )gUngl—l—ln(l—i—E).
a a a

Remarque utile. Une majoration un peu plus précise a méme été démontrée :

a

1 1
Ung——l—ln(l—i-n )
a

3. Limites de U, et de U,/n

a) Limite de U,

Comme a > 0 est fixé, lorsque n — +o0,
n n
— — 400, 14+ —- — +o0.
a a

La fonction logarithme vérifie limy_, ;o Int = +00. Donc
In (1 + 2) — +o0.
a

Or la question 2 assure que U,, > In(1 4+ n/a). Par comparaison, U, tend lui aussi vers +oo.

lim U, = +oc.
n——+o0o

b) Limite de %

Idée a retenir

Une suite peut tendre vers +oo tout en devenant négligeable devant n. Ici, le logarithme
augmente beaucoup plus lentement que n.

Comme n > 0, on peut diviser ’encadrement de la question 2 par n sans changer le sens des

inégalités :
1 1
0§%§—+—1n<1+9).
n an n a

Le premier terme de droite tend vers zéro :

Pour le second, posons t, =1+ n/a. Alors t, — +00 et n = a(t, — 1). Ainsi

11n<1+2)zllntn zllntn tn .
n a at,—1 a t, t,—1

3
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Fonctions logarithmes Exercice 3

On utilise les limites usuelles

Int . t

im =1.
t——+oo t t—a+oot — 1

Par produit, %ln(l +n/a) — 0. Le majorant tend donc vers zéro. Le théoréme des gendarmes donne

Bilan : ce qu’il faut savoir refaire

1. Calculer f'(z) puis encadrer sur [k, k + 1].

2. Appliquer le théoreme des accroissements finis.

Additionner les inégalités et reconnaitre une somme télescopique.
Utiliser une comparaison pour obtenir une limite infinie.

Diviser un encadrement par n et appliquer le théoréme des gendarmes.

U,
lim U, =+o0 et lim —= =0.
n——+oo n—-+o0o N

( ) CCoR ®
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Exercice 4 — Fonctions logarithmes
Correction complete et détaillée

Etude d’une fonction, réciproque et suite implicite

Enoncé — données et questions

On considére f définie sur [0, +o00[ par

2

f(z)

- m;’+ o+ In(z + 1).

1. a) Montrer que f est strictement croissante sur [0, +oo[. b) Calculer lim,_, 1 f(z) et
lim, 4o f(2)/x; donner une interprétation géométrique.

2. Tracer la courbe de f.

3. Pour n € N*| on considere (E,,) : nf(x) = 1. a) Montrer que (E,,) admet une unique solution
T,,. b) Montrer que f admet une réciproque f~! et dresser son tableau de variations. ¢) Déduire
la monotonie de (z,,) et sa limite.

4. Calculer lim,_,¢ f(z)/z et en déduire lim,,_, 4o nay.

(&

1. Etude de la fonction

1.a) Croissance stricte

Méthode directe. Sur [0, +oo[, la fonction x ++ % est croissante. Or, pour ¢t > 0, t + /(1 +t) est
croissante. Leur composée z +— x2/(1+ 2?) est donc croissante. De plus  +— In(1 + ) est strictement
croissante. Leur somme est strictement croissante.

Vérification par dérivation. Pour x > 0, en appliquant la régle de dérivation d’un quotient :

( x? )I:2x(1+x2)—x2(2x)

1+ 22 (14 22)2
B 22 + 223 — 223 _ 2z
o (1+22)?2 (1422)%

Par ailleurs, (In(1+ z))’ = 1/(1 + ). Donc

2x n 1
(1+22)?% 14z

fl(z) =

Pour = > 0, le premier terme est positif ou nul et le second est strictement positif. Ainsi f'(z) > 0.

£ f est strictement croissante sur [0, +oo|. W

De plus f(0) =0/(14+0)+1Inl =0.

1.b) Limites et interprétation géométrique

Premiere limite. Pour x > 0,

:132

——=1-— ——1, In(l1+z) —— +o0.
2 +1 22+ 1 z—+o0 T—+00

La somme d’un terme tendant vers 1 et d’un terme tendant vers 4+oo tend vers —+oo :
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( lim f(z) = +o0.

Tr——+00

Deuxiéme limite. En divisant par z > 0 :

flx) = In(1+ x)
x _1—i-:c2+ x

D'une part 0 < z/(1 + 2%) < 1/z pour z > 0, donc le premier terme tend vers 0. D’autre part, la
croissance comparée du logarithme et de = donne

In(1
lim 20D g
T——+00 x€X
On peut aussi poser t =z +1: In(l+x)/z = lnTtt_% ; le premier facteur tend vers 0 et le second vers
1.
lim 7]‘(3:) =0
r—+o00 I )

Interprétation. La courbe monte indéfiniment puisque f(x) — 400, mais sa hauteur devient
négligeable devant 1’abscisse puisque f(z)/z — 0. Elle possede une branche parabolique de direction
Uaze des abscisses (Ox) a droite. Ce n’est pas une asymptote horizontale, car f(z) ne tend pas vers
une valeur finie.

2. Tracé de la courbe

Le tableau de variations est :

T 0 +00
f'(z) +
f@) |0 7 +oo
En z =0, f/(0) = 1 : la demi-tangente au point O(0,0) a pour équation y = x. Quelques points

utiles :

1 4 9
f()=5+m2~ 1193, f(2)=+In3~1899, f(3)={;+nd~ 228

2 - 10
Y
3,,
2 41
1|
— y = f(x)
/[ --- Tangente y =z en 0
1 1 1 1 1 1 1 $\
1 2 3 4 ) 6 7 8

Lecture graphique. La courbe part de l'origine, monte continuellement et s’aplatit progressivement
a droite; elle ne redescend jamais.
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3. Etude de I’équation nf(z) = 1 et de la suite (z,)

3.a) Existence et unicité

Fixons n > 1. Puisque n > 0,
1
nflz)=1 <= f(z)=—.

n

La fonction f est continue sur [0, +oo[ (somme de fonctions continues), strictement croissante, et

satisfait ) )
f(0)=0< —, lim f(z)=+o00> —.
n n

T—r+00

Le théoréme des valeurs intermédiaires assure qu'il existe x, > 0 tel que f(x,) = 1/n. La stricte
croissance assure qu’il n’en existe pas deuz : si u < v, alors f(u) < f(v).

‘ Vn>1, Jx,>0: nf(zx,) =1

3.b) Fonction réciproque

Comme f est continue et strictement croissante de 0 & +00, son image est exactement [0, 4+o00|. Elle
est donc bijective de [0, +o0o[ sur [0, +00] et admet une fonction réciproque

1[0, 400[— [0, +o0l.

La réciproque est strictement croissante. En effet, si 0 <u < v, et si p= f~1(u), ¢ = f~1(v), alors
p < q, car f est strictement croissante.

t |o +00
A0 7 oo

Ona f~1(0) =0, et f~1(t) = 400 quand t — +oo.

3.c) Monotonie et limite de (z,)

De f(x,) = 1/n, on tire immédiatement

e ()]

Or 1/(n+1) < 1/n, et f~1 est strictement croissante :

e () <17 (2) o

Donc (x,,) est strictement décroissante. De plus x,, > 0 : elle est minorée par 0. Par le théoreme
de convergence monotone, elle converge vers une limite ¢ > 0.

Comme f(z,) = 1/n — 0, la continuité de f donne f(¢) = 0. Or f(0) = 0 et f est strictement
croissante, donc £ = 0.

T <z, et lim =z, =0.
n+1 n e n

Autre preuve trés courte : 2, = f~1(1/n) et 1/n — 0; par continuité de f~' en 0, z,, — f~1(0) =
0.
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4. Limite de f(z)/x et de nz,

Etape 1 : calculer lim, o+ f(x)/x. Pour z > 0,

flx) o In(1+z)
x 14 a2 z

Le premier terme tend vers 0 et la limite fondamentale lim,_,oIn(1 4+ z)/x = 1 donne

z—0t X

On retrouve aussi ce résultat avec f(0) = 0et f/(0) =1: f(z)/z = [f(z)— f(0)]/(z —0) — f/(0) = 1.

Etape 2 : exploiter ’équation définissant x,. Nous savons que f(z,) = 1/n et x,, > 0. Donc

f(xn) 1 T 1
= = — nr, = = .
Tn NTn " flxn)  f(xn)/zs
Puisque z,, — 0" et f(z)/x — 1 lorsque z — 0, on obtient
1
M — 1, nr, — — = 1.
Ty 1

lim nz, =1/
n—-+0o00

Sens du résultat : pour de grandes valeurs de n, x,, est proche de 1/n; on écrit x,, ~ 1/n.

Syntheése des résultats

2x 1

f/(x):(1+x2)2+1+$>07 f(0) =0,
xllgll—loof(x) = too, xllgll—loo @ =0

f~! existe et est strictement croissante,

Tn = f_l(l/n)a Tpt1 < Tp, Tp 0,
x

lim —f( )

=1, nr, — 1|
z—0t T

4
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Exercice 5 — Fonctions logarithmiques

Correction détaillée

Enoncé. Soit n un entier tel que n > 2. On considére, pour z > 0,

_ In 1

fo(2) = — — —

n xn’

1. Etudier les variations de f, et dresser son tableau de variations.
2. Montrer que f,(x) = 0 posséde une unique solution wu,.

a) Prouver que e'/" < u,. b) Montrer que e* > z + 1 pour tout z € R, puis en déduire
up < €.

1 1
a) Prouver que f,11(u,) = ﬁ (un =1l = n) et en déduire fp41(u,) > 0. b) Montrer
que (uy,) est décroissante et convergente.
|
3. On pose V,, = Inwu, pour n > 2. a) Vérifier nV,, = In (n> b) Montrer an <Vn<
n

n
2lnn

, puis déterminer lim V,, et lim u,,.

1. Variations de f,

Pour x > 0, nous dérivons séparément les deux termes :

/

n nx
Donc
1 n

Ainsi f,, est strictement croissante sur |0, +oo[. Quand z — 07, Inz/n — —oco et —1/2" — —o0,
donc f,(x) = —o0. Quand z — 400, Inz/n — 400 et 1/2™ — 0, donc f(z) — +oo.

T 0t 400
fa(@) +
fa(z) | —00 A +o0

2. Existence et unicité de u,

La fonction f,, est continue sur |0, +-00[, strictement croissante et passe de —oo & +o00. Le théoréme
des valeurs intermédiaires assure donc ’existence d’un zéro ; la stricte croissance assure son unicité.

Pour chaque entier n > 2, il existe un unique u,, > 0 tel que f,(u,) = 0. De plus, f,(x) < 0 si
x < up et fo(z) >0six>uy.

L’équation f,(u,) = 0 se réécrit :

Inu 1
o L =] .

Comme le membre de droite est positif, Inu, > 0, d’ou u, > 1.

1
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3. Encadrement de u,

a) Montrer e'/" < u,

Calculons f,, en eX/™ :

1/n 1 11

no (el/myn 2 e

fn(el/n) —

Pour n > 2, 1/n? < 1/4 < 1/e (car e < 4). Ainsi f,(e’/™) < 0. Puisque f, est croissante et s’annule
en up,

[ et <, J

b) L’inégalité exponentielle et la borne supérieure

Posons g(t) = e —t — 1 pour t € R. Alors ¢/(t) = e! — 1, négative si ¢ < 0, nulle en 0, positive si t > 0.
Donc g admet son minimum en 0, et g(0) = 0. Par conséquent

VteR, e >1+1t|

avec égalité uniquement pour ¢ = 0. Pour n > 2, I'inégalité appliquée & t =n — 1 > 0 donne e~ ! > n.

Or ) ) N
fale)=——— ="y

n en nen

car e” > e" ! > n. Comme f,(u,) = 0 et f, est croissante,

el/m <u, < e (n > 2).

4. Monotonie et convergence de (u,)

a) Calcul de f,1(uy,)

Par définition,
Inu, 1

—-
n+1 uﬁ‘*‘

fn-i—l(un) =
L’égalité (x) donne 1/ul = Inw,/n, donc

1 Inu,

UZ—H NUp
En remplagant et en factorisant,

Inu, Inu,

fn+1(un) - n+1 - NUp

_ Inu, n+1
 (n 4 Duy, tn n )

Ainsi

2

+2 I 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 7 MS[LK'V/;CE MUULN/(



www.allecapschool.com

Or u, > e'/™ > 1+ 1/n par la question 3 et l'inégalité exponentielle stricte en 1/n > 0. Ainsi

up —1—1/n > 0; les autres facteurs sont positifs (Inu, > 0). Donc

fn+1(un) >0

b) Décroissance et convergence

La fonction f,, 11 est strictement croissante et s’annule en w, 1. Puisque f,,41(u,) > 0, on obtient

e <)

La suite est donc strictement décroissante. Elle est minorée par 1 puisque u, > e¢*/™ > 1. Une suite
décroissante et minorée converge. Il existe donc £ > 1 tel que u,, — ¢. La valeur de ¢ sera obtenue
a la question 5.

1/n

5. Etude de V,=1nu,

a) Equation vérifiée par V,
D’apres (), up Inu, = n. Comme u,, = eV et lnu, =V,
"V V= n.

Puisque V;, > 0, on peut diviser par V;, : €"V» = n/V,. En prenant le logarithme,

n
Vo=In(—).
" “(m)

b) Encadrement de V,,, puis limites

D’apres la question 3,
et <, < e.

En appliquant la fonction logarithme, strictement croissante, on trouve

1
— <V, <1\ 1
n< < (1)

Borne inférieure. Puisque V,, < 1, on a n/V,, > n. En prenant les logarithmes puis en utilisant 5a,

nV, =In(n/V,) > lnn,

Vn>ln—n.

n

Borne supérieure. Puisque V;, > 1/n, on a 1/V,, < n, donc n/V,, < n?. Ainsi

nV, =In(n/V;) < In(n?) = 2Inn,

3
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d’ou
2Inn
Vi < .
n
Nous avons établi pour tout n > 2 :
Inn 2Inn
— < W <
n
n
Comme lim —— =0, les deux bornes tendent vers 0. Par le théoreme des gendarmes,
n—+oo N
lim V, =0]|
n——+00

Enfin u, = " et la fonction exponentielle est continue en 0; par conséquent

lim wu, = =1
n—-+o00

Bilan

Pour tout n > 2, f,, est strictement croissante et admet un unique zéro u,. On a e/ < u,, < e.

La suite (u,) est strictement décroissante et converge vers 1. En posant V,, = Inwu,, on a
Inn 2Inn
— <V, < et V,, = 0.
n
4
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Fonctions logarithmiques Exercice 6

Correction détaillée — Exercice 6
Fonctions logarithmiques et suites définies par des racines

Enoncé et notations

Soit n > 2 un entier. On considére, pour x > 0,
falz) = -2+ 2+ nlnz.

On étudie les limites et variations de f,, la fonction g(z) = zlnx — = + 2, les deux solutions
U, <V, de fp(z) =0, puis les limites et la monotonie des suites correspondantes.

1. Limites de f,

Lorsque z — 07. On sait que Inz — —o0, donc nlnz — —oo puisque n > 0. Par ailleurs —z2+2 — 2.
Par addition,

| |

Lorsque = — +o00. La difficulté est que —22 — —o0o tandis que nlna — 400. On met 22 en facteur :

2 Inx

Or x% — 0 et 1;‘—2”3 — 0 (croissance comparée). La parenthése tend vers —1 et 2 — +00; ainsi

T—r1+00

{ HT fn(x) = —o0. }

2. Dérivée et tableau de variations

Pour z > 0,

— 92
fi@) =20+ 2 =170
X

X

Le dénominateur est positif : le signe de f/ est celui de n — 222. Posons ¢, = /n/2. Alors

flx) >0 si0<z<ecy,
frly,(cn) =0,
fix) <0 siz>cp.

De plus,

n n n
falen) =——=4+2+nln,/-=2——+

n
—In
2 2 2 2

n

5.
x 0 cn = /n/2 +o00

fal@) + 0 -

fo(z) | 00 S 2—-5+5Ing N\, —oo

1
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Fonctions logarithmiques Exercice 6

3. Une fonction auxiliaire et les deux racines

3.a.i. Etude de g(z) = zlnz — 2 + 2
Pour = > 0, la dérivée du produit xInz vaut Inz + 1. Donc
Jd@)=(nz+1)—1=Inz.

Comme Inz < 0 sur ]0,1[,In1 =0 et Inz > 0 sur |1, +oo], la fonction g décroit sur 0, 1] et croit sur
[1,400[. En outre lim,_,o+ zlnx = 0, d’ou lim,_,o+ g(x) = 2; et lim,_, 4~ g(z) = +00. Enfin g(1) = 1.

T 0 1 +o00
9'(x) - 0 4+
glz) |2 \, 1 N 400
3.a.ii. Positivité
Le minimum de g sur |0, +oo[ est g(1) = 1. Par conséquent,
{ Ve >0, g(z)>1>0. }

3.b. Deux solutions distinctes

Au maximum de f,,

car n/2 > 1 et g est positive. La fonction f,, est continue sur |0, +oo]. Elle part de —oo, croit strictement
jusqu’a une valeur strictement positive, puis décroit strictement vers —oo. Le théoreme des valeurs
intermédiaires garantit donc une racine de chaque c6té du maximum ; la stricte monotonie assure leur
unicité respective.

0< U, < \/Z < Vi, Fa(Un) = fa(Vi) = 0.

3.c. Limite de V,, et équivalent logarithmique

Puisque V,, > /n/2 et \/n/2 — 400,

{ lim V, = +oc. J
n——4oo
L’égalité f,,(V;,) = 0 donne
VZ=2+nInV,. (1)

Pour calculer lf‘n‘z’, encadrons d’abord V,,. Borne inférieure : V,, > \/n/2, donc
1
InV, > 5(1nn—ln2). (2)

2
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Fonctions logarithmiques Exercice 6

Borne supérieure : Pour n > 2, montrons que f,(n) < 0. On a

2
fn(n)——n2+2+nlnn—n(lnn—n+).
n

La fonction h(z) =z — 2 — Inz a pour dérivée

2 1 2?-z+2
Wx)=1+—5 ——="—>—=">0.
(z) + 2 =z x2
Pour 2 > 2, h(z) > h(2)=1—1n2 > 0. Ainsi Inn —n+2/n <0 et f,(n) < 0. Comme n > \/n/2 et
fn est strictement décroissante aprés son maximum, on obtient V,, < n. Donc In V,, < Inn. En divisant
(2) et cette derniére inégalité par Inn > 0 (pour n > 2),

1 In2 InV,

2 2lnn Inn

1 cet encadrement ne permet pas davoir la limite ( 3)
de In Vn/In n, il faut donc agir autrement...

Pour préciser la limite, reprenons (1). Comme V,, — +o0, InV,, — 400 et
2
VZi=n <ann+ ) .
n
En prenant le logarithme, ce qui est permis car les quantités sont positives,
2
2InV,=Inn+In{(InV, + —|.
n

Alnsi InV, In(InV,, 4+ 2
2t} n:1+ n(n n + /n)

. 4
Inn Inn (4)

Grace a V,, < n, pour n assez grand, 0 < InV,, +2/n < Inn + 1. De plus InV,, — 400, donc le
numérateur logarithmique est positif pour n assez grand. Par encadrement,

2

In(InV,, +2/n) _In(lnn+1)

0 S S — 07
Inn Inn
car lr‘Tt — 0 lorsque t — +o00 (avec t = Inn, a une modification négligeable pres). En passant a la
limite dans (4),
. InV, 1
lim = —
n—+oo Inn 2

4. Etude de la petite racine U,

4.a. Montrer U,, < 1

On calcule f,(1) = —1+2+nlnl =1 > 0. D’autre part, f,(z) = —oo quand z — 07. Comme f,, est
strictement croissante sur |0, v/n/2[ et 1 < \/n/2,

[ 0<U,<1 (n>2). }

3
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Fonctions logarithmiques Exercice 6

4.b. Monotonie de (U,)

Pour tout z > 0,
fori(x) = =2 +2+ (n+ 1)Inz = f,(z) + Inz.

En prenant x = U, et en utilisant f,(U,) = 0,

[ fnt1(Uy) = InU, < 0. }

Or U, <1< ./(n+1)/2: U, appartient donc a I'intervalle oil f,,11 est strictement croissante. Sur cet
intervalle, f,,11 est négative avant son unique zéro U, 1, puis positive apres. Puisque f,+1(Uy,) < 0,
nécessairement

[ U, < Un_|_1 (n > 2). }

La suite (Up)n>2 est donc strictement croissante (et, en particulier, sa sous-suite indexée par n > 3
lest aussi).

4.c. Encadrement de InU,, et limite

Partons de I’équation qui définit U, :
~U2+2+4nhU, =0.

On isole le logarithme :

U2 -2
nU, = 2>~
n

Puisque 0 < U, < 1,ona 0 < U2 < 1, dou
—2<U2-2< 1.

En divisant par n > 0, le sens des inégalités ne change pas :

2 1
—— < InU, < ——.
n n

Ceci implique bien ’encadrement demandé avec des inégalités larges. Comme —2/n — 0 et —1/n — 0,
le théoreme des gendarmes donne In U,, — 0. Par continuité de I’exponentielle,

lim U, =% =1.
n—-+4oo

Bilan des résultats

' N

0<U, <1<V, (avecV, > /n/2)

InV, 1

Inn 2°

U, 71, V. — +o0,

2 1
—— <InU, < —.
n n

4
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