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Suites numériques - Limites et convergence

Exercices 7, 8 et 9 - exemples corrigés en détail

Remarque préliminaire : convergence et monotonie

Enoncé

Remarque : Une suite peut étre convergente sans qu’elle est monotone : exemple :

(=n"

Uy =
n
n’est pas monotone mais elle est convergente.

N J
La suite (1)

Up = ~— n>1

=Sl m2
change de signe a chaque rang :
1 1 1
ulz_la U2:§, U3:—§, u4:17"'

Elle ne peut donc étre ni croissante sur tout son domaine, ni décroissante sur tout son domaine.
En revanche,
] = + —> 0.
n
Or
_’un| S Up, S ‘un‘y

donc
(="

n

<

<

S|
S|+

Comme les deux suites encadrantes tendent vers 0, le théoréeme des gendarmes donne

lim (="

n——+oo n

=0.

Cette remarque montre qu’étre convergente n’implique pas étre monotone.

Exercice 7 - Calcul de limites

Enoncé

Exercice 7 : calculer les limites suivantes :

cosn

1)  lim
n——+oo n + 2

B=ree 4n+sin<%)
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1) lim cosn
n—+oo 1, 4+ 2

Pour tout réel z,

—1 <cosx <1.
Donc, pour tout entier n,
|cosn| < 1.
Comme n 4+ 2 > 0,
cosn‘ | cosnl 1
n+2 n+2 " n+2
Or
im =
n—+oo n + 2
Ainsi,
0< cosn < 1 0
n 42 n 42

Méthode / idée clé

Le numérateur cosn n’a pas besoin d’avoir une limite : il suffit ici qu’il soit borné. Un terme borné
divisé par une quantité qui tend vers +oo tend vers 0.

2) lim 3n —2 ?,m(l/n)
n—+oo 4n +sin(1/n)

Lorsque n — 400,
1
——=0.
n
Par continuité de la fonction sinus en 0,
1
sin (—) — sin0 = 0.
n
La forme du quotient est de type I% On divise donc le numérateur et le dénominateur par n :

2 .
3n — 2sin(1/n) 3— n sin(1/n)

dntsin(t/n) g LG my)
n
Or . )
——0 et sin (—) — 0,
n n
donc

1 1
— sin <—> — 0.
n n
2 1
3——sin(—) -3
n n

1 1
4+—sin(—> 5 4#£0.
n n

On peut donc appliquer le théoréme sur la limite d’un quotient :

Par conséquent,

et
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3n — 2sin (%)

”EIEOO 4n 4+ sin (%)

Exemple - Suite définie par v, = v, +n*

Enoncé

Exemple : Soit (v, )nen une suites tel que :
Un+1 = v, + n* Vn e N et vo = 1.

Montrer que :

lim v, = 4o00.
n—-+0o0o

(& J

Commencons par écrire quelques termes :
_ 4 _
vy =19+ 0% =1,

vy = vy + 14 = 2,
_ 4 _
vy = v + 27 =18,
U4:1)3+34:99.
On voit déja une croissance rapide, mais ces quelques valeurs ne constituent pas une preuve.

Pour tout n € N,
Un+4l — Up = n? > 0.

La suite (vy,) est donc croissante.

Pour obtenir une minoration qui tend vers 400, itérons la relation : pour n > 1,
n—1 n—1
vn:vo+2k4:1+zk4.
k=0 k=1

Pour tout k& > 1, on a k* > 1. Ainsi,

n—1 n—1
SEP>> 1=n-1
k=1 k=1
Donc
vy >1+(n—1)=n
Comme

et v, > n, on en déduit par comparaison que
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Méthode / idée clé

Pour prouver qu’une suite tend vers +oo, il est souvent suffisant de la minorer par une suite plus
simple qui tend elle-méme vers +oo.

Exercice 8 - Suite récurrente v, = u,% +u, + 1

Enoncé

Exercice 8 : Soit la suite (u,) définie par : ug =1 et
Unp1 = flu,) ot flz)=x2+z+1.

1. Monter que la suite (u,,) est croissante.
2. Montrer que la suite (uy,) est non majorée (par absurde).

3. En déduire la limite de la suite (up).
_ J

La relation de récurrence s’écrit explicitement

Up41 :ui—kun—}-l.

1) Montrer que (u,) est croissante
Calculons la différence de deux termes consécutifs :
Upt1 — Up = (ui—i—un—f—l)—un:ui—f—l.

Or, pour tout réel u,,

up >0,
donc
uZ +1 > 0.
Ainsi,
Upt+1 — Up >0 Vn € N.
Donc

Upt1 > Up Vn € N.

La suite (uy,) est donc strictement croissante.

A titre de vérification,
up =1, uw=12+1+1=3,

up=32+3+1=13, uz =132+ 13+ 1 = 183.
On observe bien 1 <3 <13 <183 < ---.

2) Montrer par ’absurde que (u,) n’est pas majorée

Supposons, par ’absurde, que la suite (u,) soit majorée.

Nous savons déja qu’elle est croissante. Une suite croissante et majorée est convergente. Il existerait donc
un réel £ tel que
Uy, — L.
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Une suite décalée ayant la méme limite,
Upt1 — L.

Or
Upt1 = ui +u, + 1.

La fonction
flx)y=2*4+z+1

est continue sur R. En passant a la limite dans la relation de récurrence,
(=02 1041

En soustrayant ¢ aux deux membres,
0=10*+1.

Donc
2= -1,

ce qui est impossible dans R puisque £ > 0.

Nous avons obtenu une contradiction. L’hypotheése « (u,,) est majorée » est donc fausse.

(un) n’est pas majorée. ‘

3) En déduire la limite de (u,)

Nous avons montré que (uy,) est croissante et non majorée.

Par le théoréme de divergence des suites monotones, une suite croissante qui n’est pas majorée tend vers
+00.

Ainsi,

Exemple - Limite d’une suite avec racine carrée

Enoncé

Exemple : Soit (v, )nen une suites tel que :

[2n2 —n +1
Up = —37’L2+4 Vn € N.

lim v,
n—-+o0o

- /
2.

Calculer

Pour n > 1, divisons le numérateur et le dénominateur par n

2n2—n+1_2—%+n%
3nt+4 34+ %
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Lorsque n — 400,

Donc

et 4
Par quotient,
2n? —n+1 L2
3n? +4 3

Comme % > 0 et que la fonction racine carrée est continue sur [0, +oo],

2m2 —n+1
3n2 +4

Exercice 9 - Limites avec fonctions usuelles

Enoncé

Exercice 9 : calculer les limites suivantes :

. ™m—+ 1
1) L e <3n+4>

%) I 16n2 —3n+1
e om2 +1

3) lim arctan (n sin <l>> .
n—-+0oo n

1
1) lim tan <7m+ >
3n+4

Commencons par calculer la limite de ’argument de la tangente :
™m+1 7+ %
3n+4 3+ 47

Lorsque n — 400,

1 4
T+ — =, 3+ ——3.
n n

Donc
™+ 1 T

- .
3n +4 3

cos <g) = % £ 0.

La fonction tan est continue en % car

Ainsi,

3n—+4 3

n—-+0o

+2 ] 2 6 64 7 0[ 5 9 2 cout/'emgca/aire/ecseniec@gmw'/. cor

lim tan <7m—|-1> =an (E) =3

B MOWKZTE Mol



Suites numériques wiww. a/ lo c ﬂ,'bf' CLIO ol. com Limites et convergence

16n2 —3n+1
2) 1i -
) lm\l\/ 2n? +1

Etudions d’abord le quotient situé sous les racines :

160> —3n+1 16—3+%
m2+1 24+ L

n

Lorsque n — 400,
3 1
16 ——+—5 — 16
n o on

et

1
2+—2—>2.
n

Donc
16n? —3n+1 16
2n? 4+ 1 2
La quantité obtenue est strictement positive. La fonction = — /2 est continue sur [0, +oco[. On peut donc
appliquer successivement la continuité de la racine carrée :

=8.

16n2 —3n+1 NG

2n2 +1
puis
16n2 —3n+1
2n?2 4+ 1
Or
V8 =2V2,
donc

m _ \/ﬁ _gl/4 _93/4

. . (1
3) lim arctan (n sin (ﬁ))

Le point essentiel est de calculer d’abord

! . ( 1 >
lim nsin{— ).
n—-+4oo n

Posons
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Lorsque n — +o0o, on a t — 0, et

On utilise la limite fondamentale

Donc

La fonction arctan est continue sur R. Par continuité,

1
arctan <n sin <>> — arctan(1).

n

arctan(l) = %

! ( . < 1 )) 7T
lim arctan { nsin [ — = —.
n—+o00 n 4

Bilan des résultats

Expression / suite Limite
(="
0
o8 T
0
n42
3n — 2sin(1/n) 3
4n + sin(1/n) 4
Un+1 = Un + n4, vg =1 +00
un+1:ui+un+1,u0:1 +00
2n? —n+1 2
3n2 +4 3
mn+ 1
t 3
an<3n + 4) v3
16n? — 3n + 1 03/4
\ 2n2 + 1
G 6) i
arctan| nsin| — —
n 4

Méthodes essentielles a retenir

. terme borné . L. .
— Pour une expression de la forme ——— | penser immédiatement & un encadrement.
terme — 400

— Pour un quotient de polynémes en n, diviser numérateur et dénominateur par la plus grande puissance
de n pertinente.
— Pour une fonction composée, calculer d’abord la limite de 'intérieur, puis utiliser la continuité de la

fonction extérieure lorsque c’est permis.
sint
— Pour nsin(1/n), faire apparaitre la limite fondamentale 5 1.

— Une suite croissante et non majorée tend vers +oo.
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— Pour montrer qu'une suite n’est pas majorée par l'absurde : supposer qu’elle I'est, exploiter la
convergence monotone, puis passer a la limite dans la relation de récurrence afin d’obtenir une
contradiction.
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Suites numériques - Limites et suites récurrentes

Exemples, Exercice 10, Activité sur u,+1 = f(u,) et Exercice 11

Enoncés complets et corrections intégralement détaillées

1. Exemples - Limites de suites géométriques

Enoncé

Exemples : calculer les limites suivantes :

lim 2" ; lim <§) ; lim (—5)".

n—-4o0o n—+o00 n—+00

N J

Correction détaillée

On rappelle le comportement fondamental d’une suite géométrique (¢") :

— si |g| < 1, alors ¢" — 0;
— si g > 1, alors ¢ — 400;

— si g < —1, les valeurs absolues tendent vers +o0o mais les signes alternent : la suite n’a donc
pas de limite.

1) Limite de 2". Ici ¢ = 2 > 1. Donc

lim 2" = +o0.
n—-+00

Pour le voir directement : soit A > 0. Comme 2" devient arbitrairement grand, il existe N tel que
2N > A: alors pour n > N, 2" > 2N > A,
n
2) Limite de (%)". Ici
2
0< =<1
3

Une puissance répétée d’un nombre strictement compris entre 0 et 1 devient aussi petite que ’on
veut. Par conséquent
2 n
lim (—) =0.
n—+oo \ 3

3) Limite de (—5)". Il faut faire attention : (—5)™ ne tend pas vers —oco. Pour les indices pairs,

(=5)%F = 25 — 400.

Pour les indices impairs,
(=5)%F+1 = _595F 5 —o0.

Deux sous-suites ont donc des comportements incompatibles. Ainsi

((—5)") est divergente.

-
&
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2. Exercice 10 - Limites de suites géométriques

Enoncé

Exercice 10 : calculer les limites suivantes :
lim (0,7)" ; lim (V2)"; lim (=2)"; lim 47"
n—-4o00 n—4o0o n—4o0o n—-4o0
5™ 1 3™+ 2™
lim — ; lim (3" — —) ; lim + )
n—-+oo 4" n—+o00 AL n—+oo 2N
. J

Correction détaillée

1) (0,7)™. Comme 0 < 0,7 < 1, on applique le résultat sur les suites géométriques de raison de
valeur absolue strictement inférieure a 1 :

lim (0,7)" =0.

n—-+00

2) (v/2)™. On a /2 > 1. Donc

lim (V2)" = +oo.

n—-4o0o

On peut également écrire

(\/i)n _ 2n/27

et n/2 — +oo.
3) (—2)™. Pour n = 2k,
(—=2)%* = 4% 5 400,

tandis que pour n = 2k + 1,
(—2)%+1 = _24F 5 0.

Ainsi

((—2)™) est divergente.

4) 47™. On transforme :

Comme 0 < }L <1,

lim 47" =0.
n—-+o0
5" - n
5) I=- En utilisant {7 = (%)"7
5" 5\ ™
7 ()
Or % > 1, donc
5n
S a5 =100

6) 3" — zln On sait que

3" =+ t ! <1>n —0
00 e — == .
2 2
Soustraire une quantité qui tend vers 0 & une quantité qui tend vers +o0o ne change pas le comportement
dominant :

1
lim <3" — —) = +400.

n——+o00 AL
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Rigoureusement, pour n > 1, 0 < 27" < 1, donc
3N —1<3"—-27" < 3",

et la borne inférieure tend vers +oo.
n n 2
7) % On sépare les deux termes :

3”—!—2"_3” 2"_ 3\"
on _2_n+2_n_ = + 1.

Comme % > 1,

donc
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3. 8) Suite de la forme u, 1 = f(u,) - Activité

Enoncé

8) Suite de la forme : u,+1 = f(uy)
Activité : Soit la fonction

i) = %H 1.

1. Déterminer le point d’intersection de Cy avec la droite (A) y = x.
2. Soit la suite (u,) définie par : up =0 et

Un+1 = f(un)

a) Poser sur 'axe des abscisses les 3 premiers termes de la suite (up).

b) Conjecturer la monotonie de la suite (u,) et sa limite potentielle.

3. Montrer que la suite (u,,) est croissante majorée par 2.

4. Soit la suite définie par : Vn € N, v, = u,, + a.

a) Déterminer a pour que la suite (v,,) soit géométrique.

b) Déterminer v, puis u, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de la suite (uy,).

N J

Correction détaillée

1. Point d’intersection de C; et de y = .
Un point commun aux deux courbes a une abscisse x telle que

f(z) ==
Donc ]
il 1=
2:3 + x
On soustrait %x aux deux membres :
1 1
1 = —_ — = —
T 23: x
Ainsi
%=

Comme le point est aussi sur la droite y = x, son ordonnée vaut 2. Donc

A(2,2).

Ce nombre 2 est aussi le point fize de la fonction f.
2.a) Calcul des trois premiers termes. La suite commence au rang 0. Les trois premiers termes
sont donc ug, uy, us.

Uy = 0.
Puis
ulzf(uo):— 0O+1=1
Enfin 3
’LL2=f(lL1>:— 1—{-1:5.
Ainsi
3
UO—O, U1_17 u2_§
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\/
8

Py ® !
A d A d T

ug =0 up =1 ug = 3 2

L 3
[\S][oV)

2.b) Conjecture. Les premiers termes donnent
3
0<1<§<-~'<2.

On conjecture donc que (uy,) est croissante et que sa limite potentielle est le point fixe 2 :

(u,) semble croissante et lim wu, = 2.
n—+o00

Il s’agit pour I'instant d’une conjecture ; les questions suivantes vont la démontrer.
S J
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Correction détaillée de ’activité - suite

3. Montrer que (u,) est croissante et majorée par 2.
Etape 1 : montrer que u, < 2 pour tout n. On procéde par récurrence.
Posons

P(n): wu,<2.

Initialisation. Pour n = 0,
ug = 0 S 2.
Donc P(0) est vraie.

Hérédité. Supposons P(n) vraie, c¢’est-a-dire

Up < 2.

Comme % > 0, on peut multiplier par % sans changer le sens de I'inégalité :

1

En ajoutant 1 aux deux membres :
1
Or
1
Unp+1 = Qun + 1.
Donc

Upt1 < 2.
Ainsi P(n) = P(n+1).

Conclusion. Par récurrence,

VneN, wu, <2
|

La suite est donc majorée par 2.
Etape 2 : montrer que la suite est croissante. Calculons la différence de deux termes consécutifs :

1 1 2—u
un+1—un:<§un+1>—un:1—§un: iy

2

Or, d’apres ’étape 1,
up, <2 = 2—-—u, >0.
Comme 2 > 0,
2 —uy
2

> 0.

Ainsi
Up+1 — Up = 0,

c’est-a-dire

"U/n_i,_l >u, Vn €N.

Donc

(uy) est croissante et majorée par 2.

On peut méme montrer que la croissance est stricte. En effet, ug = 0 < 2 et si u,, < 2, alors

1 1

Donc u, < 2 pour tout n; des lors 2 — u, > 0 et upy1 > upy.
4.a) Déterminer o pour que (v,) soit géométrique. On pose

Vp = Up + Q.
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Alors

Comme u,, = v, — «,

Pour que (vy,) soit géométrique de raison

Up+41l = Up+1 + &

1
=§un+1+a.

1
vn+1=§(vn—a)+1+a

1 o
:ivn—g"‘l‘i‘a
1 o

1

5, il faut que le terme constant disparaisse :

+212664701592

o
1+—=0
+ 2
Donc
o=-2
Ainsi
1
o= —2 et Un+1l = =Un
2
\_ J
7

B MOWKZTE Mol
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Correction détaillée de P’activité - fin

4.b) Déterminer v,, puis u, en fonction de n.
Avec o = =2,
W = Uy = Zo
La suite (vy,) est géométrique de raison
1
q= 9
Son premier terme vaut
v=u —2=0—2=-2.

Par la formule du terme général d’une suite géométrique,
n
Un = V0oq -

Donc

Puisque v, = u, — 2, on a

Ainsi

On peut également écrire

Vérification :

On retrouve bien les termes calculés précédemment.
4.c) Limite de (u,). Comme

0< 1 <1
2 )
on sait que
1 n
-] —0.
(2)
Ainsi
1 n
un:2—2(—> — 2.
2
Donc

lim wu, = 2.
n—-+00

Cette limite confirme exactement la conjecture de la question 2.b et correspond au point fixe de f.
N J
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4. Exercice 11 - Suite récurrente définie par une racine

Enoncé

Exercice 11 : Soit la suite (uy,,) définie par : ug =1 et

1+

Unt1 = f(un) o f(z) = 5

1) Etudier les variations de f sur I = [0, 1] et montrer que f(I) C I.
2) a) Montrer que : (Vn € N) u, € I =10,1].
b) Montrer que la suite (u,,) est croissante, puis en déduire qu’elle est convergente.
c) Calculer la limite de la suite (u,).
N J

Correction détaillée

1) Variations de f sur I = [0, 1] et inclusion f(I) C I.

On considere
1+ x

Pour z € [0,1], on a

1+ 1
>->0
2 p— M
donc f est dérivable sur [0, 1].
Calculons sa dérivée. Posons
1+«

;9
V9) =5 77
on obtient
s 1
fla) = —i— =

o 1 Tte |
258 4/

Pour tout x € [0, 1], le dénominateur est strictement positif; donc

f'(z) > 0.

Ainsi

f est strictement croissante sur [0, 1]. ‘

Comme f est croissante,

F((0,1]) = [£(0), F()].

Or
10)=y5= 7
et
fD) =42 =1
Donc
£0.1) = | 5.1
Comme
0< L <1
= A=
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on a ]
—,1| C|[0,1).
71 <o
Par conséquent,
f)yclI
N J
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Correction détaillée de I’Exercice 11 - suite

2.a) Montrer que u, € [0,1] pour tout n.
On procede par récurrence. Posons

P(n): wu,€]0,1].

Initialisation. On a

up=1¢€ [0, 1].
Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons que

upn € [0,1].

Comme f(I) C I, on a

f(un) €[0,1].
Or

Unt1 = [ (un).
Donc

Up+1 € [07 1]

Ainsi P(n) = P(n+1).
Conclusion. Par récurrence,

VneN, u,e€ [0,1].‘

2.b) Montrer que (u,) est croissante.
Nous allons montrer que, pour tout x € [0, 1],

f(z) > .

Comme f(z) > 0 et z > 0, les deux membres sont positifs. On peut donc élever au carré sans changer

le sens de 'inégalité :

14+ > o2,

fl@)z2

On multiplie par 2 > 0 :
1+zx> 222,

Cela équivaut a
22—z —1 <0.

Factorisons :
222 —x — 1= (22 + 1)(z — 1).
Pour z € [0, 1],
2c+1>0 et r—1<0.
Donc
2z +1)(x—1) <0.
Ainsi

flx)y>x  Vxel0,1].
D’apres la question 2.a, u, € [0,1]. On peut donc appliquer cette propriété & = = u,, :
fup) > up.

Or f(un) = Up41, donc

‘un“ > Up Vn € N.

La suite (uy) est donc croissante.
De plus, d’apres 2.a,
Up <1 Vn.
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La suite est donc croissante et majorée. Par le théoréme de convergence monotone,

‘ (up) est convergente.

Remarque importante. Ici, la donnée vy = 1 permet méme d’aller plus vite :

Uy = f(l) = 1,

Puis, si u, = 1, alors u,4+1 = f(1) = 1. Donc

‘unzl VnEN.‘

La suite est donc en réalité constante, et une suite constante est bien croissante au sens large.
N J
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Correction détaillée de I’Exercice 11 - fin

2.c) Calcul de la limite.
Puisque (u,) converge, notons

/= 1l
RL
D’apres 2.a,
0<u, <1,
donc nécessairement
¢e0,1].

La fonction f(z) = /15 est continue sur [0,1]. A partir de

Unp+1 = f(un),

on peut donc passer a la limite :

144
L= fl) =4/ —
10 ==
Comme ¢ > 0, on peut élever au carré :
2 1+4
—
Donc
22 =1+¢,
puis
202 —¢—1=0.
Factorisons :

22 —0—1=(20+1)(L-1).

Les deux solutions de I’équation sont
(=1 ou {=—
Mais ¢ € [0,1], donc —2% est impossible. Ainsi

{=1.

Finalement,

lim wu, =1.
n——+0o

Cette conclusion est cohérente avec la remarque précédente : puisque ug = 1, on a en fait u, = 1
pour tout n.
NG J
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5. Bilan des résultats

Expression / suite Résultat

2" 400

(3) 0

(=5)" divergente

(0,7)" 0

(vV2)" +00

(—2)" divergente

4—n 0

g oo

3n-27" +o0

3"2422" +00

Activité w41 = %un +1,u9=0 Up = 2(1 —27™), limite 2
Exercice 11 u, = 1 pour tout n, limite 1
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Suites numériques
Exercices 12 et 13 - Suites adjacentes

Enoncés et corrections tres détaillées

Exercice 12

Enoncé

Exercices 12 : Soit la suite (u,) définie par :

. 3r+ 2
u =0 et upt1 = f(u,) ou f(z)= T

1. Etudier les variations de f et déterminer f([0,2]).
a) Montrer que : (Vn € N) u, € I =0, 2].
b) Montrer que la suite (u,) est croissante, puis en déduire qu’elle est convergente.

c¢) Calculer la limite de la suite (uy,).

1. Variations de f et détermination de f([0,2])

La fonction est S 4 2
T
fla) = x+2°

Elle est définie sur R\ {—2}. En particulier, elle est bien définie sur I'intervalle [0, 2].

Calculons sa dérivée. Pour = # —2, la régle de dérivation d’un quotient donne

3(az+2)—(3x+2)-1.

f@) = (@ +2)?

Développons le numérateur :

3(z+2)—Bx+2)=3x+6—-3x—2=4.

Donc
4
/ j—
fz) = (x +2)% |
Pour tout x # —2, on a (z +2)? > 0 et 4 > 0. Ainsi
f'(z) > 0.

En particulier, f est strictement croissante sur [0, 2].

Puisque f est continue et croissante sur [0, 2], 'image de U'intervalle est

F10,2]) = [£(0), £(2)].

Or
2 6+2 8
fO=5=1 f(Q):m:ZZQ
Donc
£(0,2)) = [1,2]]
En particulier,
| £(0,2)) < [0,2]].
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Exercices corrigés détaillés

2.a) Montrer que u, € [0,2] pour tout n

Nous raisonnons par récurrence.

Posons

Initialisation. On a ug = 0, donc
0 €[0,2].

Ainsi P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie, c’est-a-dire

un € [0,2].
D’apres la question 1,
f([0,2]) € [0,2].
Donc
f(uy) €10,2].

Or la relation de récurrence donne

Upt1 = f (un)
Ainsi

un+1 € [0,2].

Donc P(n) = P(n+1).

Conclusion. Par récurrence,

Vn € N, ogungz.\

2.b) Montrer que (u,) est croissante puis convergente

Calculons la différence up+1 — up :

Un+1 — Up = f(un) — Un =

Mettons au méme dénominateur :

3y + 2 — up(up, + 2)

Up+1 — Up =
n—+ n u”+2

Développons :

3un+2—ui—2un:—ui+un+2.

Factorisons le trindme :

—u2 Uy +2= (2 —up)(up + 1).

Donc
(2= up)(up +1)
Un+1 — Un = Uy + 2 .
D’apres la question 2.a,
0<u, <2.
Ainsi
2 —uy, >0, Uy +1>0,

Par conséquent,
Upt1 — Up = 0.

+212664701592 outioncoolirelocaemionamatloo
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Donc

‘un+1 > Up VTLEN‘,

et la suite (u,) est croissante.

D’autre part, toujours d’apres 2.a,
U <2 VneN.

La suite est donc croissante et majorée par 2. D’apres le théoréeme de convergence monotone,

’ (uy) est convergente.

2.c) Calcul de la limite

Puisque (u,,) converge, notons
= lim wu,.
n—400
Comme 0 < u, < 2, on a nécessairement

¢ €10,2].
La fonction f est continue sur [0, 2]. En passant & la limite dans
Un+1 = f(un),
on obtient

3042

E=10=777

Comme ¢+ 2 > 0, on peut multiplier par £+ 2 :

0l +2) =30+2.

Donc

2 4+20=30+2,
puis

Z—r—2=0.
Factorisons :

(—2)(t+1)=0.

Les solutions sont £ = 2 ou £ = —1. Mais ¢ € [0,2], donc ¢ = —1 est impossible. Ainsi

lim wu, = 2.
n—-+00

Conclusion

f([072]):[172] - [072]7 0<wu, <2,

(uy) est croissante et convergente, et

lim wu, = 2.
n—-400

9) Les suites adjacentes - Activité
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Enoncé

9) Les suites adjacentes :
Activité : Soit les suites numériques (uy) et (vy) définies par :

"1 1
un:Z— et Up = Up +

k! nxnl’ O SIS

1. Montrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (vj,) est décroissante.
2. Montrer que (Vn € N)(v, > uy).
3. Montrer que les suites (u,) et (vy,) sont convergentes et ont la méme limite.

Les suites (u,) et (v,) sont appelées : Suites adjacentes.

Point de vigilance

1 1
L’énoncé écrit v, = u, + — pour n € N. Cependant, pour n = 0, le terme — n’est pas défini.

! nn!
Ainsi, la formule de v, est mathématiquement exploitable a partir de n > 1. Nous conservons
I’énoncé tel qu’il est donné et menons ’étude de (v,) pour n € N*.

1. Monotonie de (u,)

Pour n > 0,
n
1
k=0 """
Alors .
faney| LA | 1 1
TR o O - SR
sk R (n+ 1) (n+1)!
Donc .
Un+1 — Unp = m > 0.
Ainsi

‘ (up) est strictement croissante. ‘

1. Monotonie de (v,)

Pour n > 1,

Up = Up + —

Calculons vp+1 — vy ¢
_ 1 1
ot = O = M G ) T\ )

1
Up+1 — Up = m

Donc
1 1 1

nt )l T DD nal’

Un+1 — Un = (

Utilisons (n 4+ 1)! = (n+ 1)n! :

I | 1 B 1
(n+1)!  (n+1)n!’ (n+D(n+1D!  (n+1)2n!
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Alors
1 1 1

n+1)n! * (n+1)2n!  nnl’

Un41 — Un = (
Avec le dénominateur commun n(n + 1)?n!, le numérateur devient
nn+1)+n—(n+1)=-1.

Ainsi

1
Unt1 = Un n(n+1)2n!

Donc

‘ (Un)n>1 est strictement décroissante.

2. Montrer que v, > u,

Pour tout n > 1,

1
Up — Up = —.
nn!
Orn > 0etn! >0, donc
1
— > 0.
nn!

Ainsi

Up > Up VN> 1.

3. Convergence et limite commune

Nous avons établi :
— (uy) est croissante;
— (vp) est décroissante ;
— uy < v, pour tout n > 1.

De plus,
1
Un Up = 7'
Comme n! > 1 pour n > 1,
1 1
o< — < —.
nn! T n
Et
1
——0
n

Par le théoréeme des gendarmes,

Uy — Uy — 0.

Les deux suites sont donc adjacentes. Par le théoreme des suites adjacentes, elles sont convergentes et ont
la méme limite.

‘ (uyn) est croissante, (vy,) est décroissante, v, — u, — 0.

Par conséquent (uy,) et (vy,) sont adjacentes, donc convergentes et de méme limite.
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Exercice 13

Enoncé

Exercice 13 : Considérons les suites (u,) et (v,) définies par :

u=a et vg=2=b avec 0<a<b<2a,

Uy, + Up

Up Uy, = ab et pil = 5
1. Montrer que (Vn € N)(0 < u, < vp).
2. En déduire que la suite (u,,) est croissante et que la suite (v,) est décroissante.

a) Montrer (Vn € N)

1
Uptl — Upil < i(vn — Up).

b) En déduire :

ngr—&r-loo (Un B un) ’

¢) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

4. Déterminer les limites des suites (uy,) et (vy).

Préliminaire : expression de u,
La relation
UpUy, = ab

est vraie a tout rang. Ainsi
Upt1Un+1 = ab = upvy,.

Comme les termes seront positifs, on pourra écrire

ab UpUn,
Up+1 = = .
Un+1 Un+1

1. Montrer que 0 < u, < v, pour tout n

Nous raisonnons par récurrence.

Posons
P(n): 0 < up < vp.
Initialisation. Par hypothese,
0<a<hb.

Comme ug = a et vg = b, on a

0 < up < vg.
Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons

0 < up < vy

Alors la moyenne arithmétique de u,, et v, vérifie

Up + U
Uy, %<Un.

Uy, + Up
72 .
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Donc
Up < Upg1 < Up.

En particulier, v,41 > 0. Comme ab > 0,

ab

Un+1

Unp+1 =

Il reste & montrer u,4+1 < vp+1. Cela équivaut, puisque vp41 > 0, &

ab < v P
Or ab = uyv, et
Uy + Up,

Untl = — 5

Par l’identité ) ( 2
Up, + Un Un — Un
— | —Uprp=—-7-—7""—>0
(M) e = 2

(car uy # vy,), on obtient

U%H > Upvn, = ab.
Donc

Un+1 < Un41-

Finalement

0 < Upt1 < Upt1-
La propriété est héréditaire.
Par récurrence,

‘VnGN, 0 < up < vp.
2. Monotonie de (u,) et (v,)
D’apres la question précédente,
Up < Up.

Pour vy,

Up + Up Un + Up

Un+1 = B B = Unp.

Donc

’ (vp) est strictement décroissante.

Pour u,, utilisons le produit constant :

Comme

et ab > 0, le passage aux inverses donne

En multipliant par ab > 0,

Ainsi

‘ (up) est strictement croissante.
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3.a) Montrer I’inégalité sur ’écart

Nous allons calculer exactement v,41 — Up41.

On a
Uy, + Un
Un+1 = )
et
UnUp
Un+1 = .
Un+1
Ainsi )
B UnVp  Upi1 — UnUp
Un+1 — Un4+1 = Un+1 — = .
Un+1 Un+1
Or ) )
) [ Un + v o (Un - Un)
Up i — UnpUp = 5 — Unlp =
Et
Up, + Up
Un+1 9
Donc )
(v — up)

Puisque u,, > 0 et v,, > uy,, on a
0 < vp—Up < Up + Up.

En divisant par u, + v, > 0,
Up — Up

0< < 1.
Uy, + U
Ainsi ) )
Up — U
Upal — Uptl = 5(1;” — un)u" n U" < i(vn Up)
mn n
Donc

1
Uptl — Ungl < i(vn — Up).

3.b) Limite de v, — u,
Posons
dp, = vy — up > 0.

La question précédente donne

1
O < dn+1 < idn

En itérant,
1 n
dp — | dp.
0< < (2) 0
Or
do=v9—ug=b—a>0.
Donc 1\"
0<vp—up<(b—a) (2> .
Comme

(3) 0
2 Y

lim (v, —uy) =0.
n—+0o

+2 ] 2 6 64 7 0! 5 9 2 coat/'eus'ca/a/ke/e:jenfec@gmai/.cm e MOu}K’E/r E MDW

le théoréeme des gendarmes donne




Suites numériques www.a//acapf'choa/.com Exercices corrigés détaillés

3.c) Montrer que les deux suites sont adjacentes

Nous avons montré :
— (uy) est croissante;
— (vy) est décroissante ;
— Up — Uy — 0.

Par définition,

’ (un) et (v,) sont adjacentes.

Elles convergent donc vers une méme limite.

4. Déterminer les deux limites
Notons ¢ leur limite commune :
Uy — L, v, — L.

La relation
Up Uy, = ab

est vraie pour tout n. En passant a la limite,

{0 =ab.

Donc
2 = ab.

Comme tous les termes sont positifs, £ > 0. Puisque ab > 0, £ > 0. Ainsi

¢ = Vab.

Finalement,
lim u, = lim v, = Vab.
n—-+o0o n—-+o0o

0 < up < vp,

(uy) est strictement croissante, (vy,) strictement décroissante,
Uy, — Up — 0,

donc les deux suites sont adjacentes et

u, — Vab, v, — Vab.

\.

Exemple - Deux suites adjacentes

Enoncé

Exemple : Soit les suites numériques (u,) et (v,) définies par :

"1 1 .
un:Z— et vn:un—}-ﬁ, Vn € N*.

1) Montrer que la suite (uy,) est croissante et que la suite (v,,) est décroissante.
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2) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont convergentes et ont la méme limite.

1. Monotonie de (u,,)

On a .
1
Up = Z ﬁ
k=1
Alors )
Up41 = Up + (n T 1)3
Donc 1
Un+1—un:m > 0.

Ainsi

‘ (up) est strictement croissante. ‘

1. Monotonie de (v,,)

Pour n > 1,
1
Vp = Uy + —.
Ainsi . )
Un4+1 — Un = (un-i-l + n—l—l) - (un + )
Comme )
Un+1 — Un (TL T 1)37
on obtient
1 1 1
v T - =
T T G T nrl n
Or
11 1
n+1 n  nn+1)
Donc

Au méme dénominateur n(n + 1)3 :

n—(n+1)?
n(n+1)3

Un41 — Un =

Or
n—m+1)2=n—-m*+2n+1)=—-n>+n+1)<0.

Par conséquent,

M+n+1<0
Upntl —Up = ——F———2- .
LT o n(n+1)3

Donc

’ (vp) est strictement décroissante. ‘
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2. Convergence et limite commune

On a immédiatement

1
Up — Up = — > 0.
n
Donc
Uy < Vg
De plus,
1
Up — Uy = — — 0
Ainsi :

— (uy) est croissante;
— (vp,) est décroissante ;
— Up — Uy — 0.

Les deux suites sont donc adjacentes. Par le théoreme des suites adjacentes,

(up) et (v,) sont convergentes et ont la méme limite.

Méthode a retenir

Pour montrer que deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes, on vérifie généralement trois points :

1. (uy,) est croissante;
2. (vp) est décroissante ;
3. vy —uy — 0.

On en déduit automatiquement qu’elles convergent vers la méme limite.

Bilan général

Situation Résultat essentiel

Exercice 12 (uy) croissante, 0 < u, < 2, et u, — 2.
Activité adjacente avec (uy) croissante, (v,) décroissante, vy, — uy — 0.
S 1/k!

Exercice 13 (u,) et (v,) adjacentes, limite commune v/ab.
Exemple > 1/k3 (up) et (v,) adjacentes, donc convergentes vers

la méme limite.
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Suites numériques — Exercices 14 a 17

Enoncés complets et corrections tres détaillées

Exercice 14 — Suites adjacentes construites avec des racines

Enoncé

Exercice 14 : Soit les suites numériques (u,) et (v,) définies par :
"1 1
Up = — —2vn+1 et v, = — —2v/n, Vn € N*.
" ,;1 vk ! ,;1 NG

1) Montrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,,) est décroissante.
2) Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont convergentes et ont la méme limite.

1) Monotonie de (u,)

On compare deux termes consécutifs. Pour n > 1,

n+1 1

U1 = D —=—2v/n+2.
o vk

Donc

1 1

—2vn+ 1)

=l
=)

n+1 n
Up4l — Up = Z —2vn+2) — Z
k=1 k k=1 k
1

= = ~2Vn+2-Vn+l)

Rationalisons la différence de racines :

1
Vn+2+vn+1

Vn+2—vn+1=

Ainsi,
1 2
vi+1l Vn+2+vn+1

Unp41 — Un

Orv/n+2>+n+1>0, donc

Vn+24+vVn+1>2vn+ 1.

Les quantités étant positives, le passage aux inverses renverse le sens :

2 2 1
< = .
Vnt+2+vn+1 2yn+1 Vn+1l

Par conséquent,

‘un+1—un>0‘.

Donc (uy,) est strictement croissante.

1) Monotonie de (v,)

De méme,
n+1 1

Untl = Z — —2vn+1.
o VE
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Donc

;+1—%¢51_—v@

1 2
T Vntl Vntl+vn

Un+1 — Un =

Or /n < v/n+1, donc
Vn+1+vn<2vn+1.

En prenant les inverses,
2 1

> :
vVn+l4+yn  n+1

Ainsi,

u

‘Un+1—vn<0

et (vy) est strictement décroissante.

2) Comparaison de u, et v,

Calculons leur écart :

k=1 k=1
=2(vVn+1—+/n)
_ 2
S Vn+1+yn
Donc
De plus,
2 2 1

0< v, — un

BV ERV N Ao

Or 1/y/n — 0. Par encadrement,

‘vn—un—>0‘.

Idée essentielle

Nous avons exactement les trois ingrédients du théoréme des suites adjacentes :

— (up) est croissante;
— (vp) est décroissante ;

— Up — Up — 0. vn >un est un résultat de ces trois conditions satisfaites a la fois!!

Le théoréme des suites adjacentes donne donc que les deux suites convergent vers une méme limite £ :

lim u, = lim v, =¢|
n—oo n—oo

L’énoncé ne demande pas de calculer explicitement /.
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Exercice 15 — Sous-suites paires et impaires d’une série alternée

Enoncé

Exercice 15 : Soit les suites numériques (x,,), (up) et (v,) définies par :
¢ (_1)k+1 *
Tp = ZT, Up, = Top, Un = Ton+1, Vn € N*.
k=1

Montrer que les suites (u,) et (vy,) sont convergentes et ont la méme limite.

1) Etude de (u,)

On a o (_1)k+1
Up = T2n = Z TRz
k=1
Alors 1 1
Un41 = T2n+2 = Un + (27’L I 1)2 — (27’L T 2)2-
Donc

1 1
It T T o 12T 2nt2)2

Comme 2n+1<2n+2,0n a
(2n +1)? < (2n +2)?

et donc
1 1

2n+ 12 (2nt2)?

Ainsi,

‘un+1—un>0‘,

donc (uy,) est strictement croissante.

2) Etude de (v,,)

De méme,
Un = T2n+1-

Entre zo,41 et xop43, on ajoute les termes d’indices 2n + 2 et 2n + 3 :

1 1
2n + 2)? * (2n +3)%

Un+1 = Un — (

Donc
1 1

(2n 4 2)2 * (2n + 3)2°

Un+1 — Un = —

Comme 2n + 2 < 2n + 3,
1 1

2n+2?2° (2n+3)72

d’ou

‘vn+1—vn<0‘.

La suite (vy,) est donc strictement décroissante.

+2 ] 2 6 64 7 0[ 5 9 2 co«t/'ems'ca/aike/ec:enfec@gmw'/. cor B MOwKeTE MDMM



Suites numériques www. a//ac a,PS'CAO 0/. com Exercices 14 a 17

3) Ecart entre les deux suites

Comme vy, = Tonp41 €t u, = Top, le seul terme supplémentaire est celui d’indice 2n + 1, qui est positif :

1

—Up = ——5 > 0.
Un Tl = o )2
Ainsi,
|
De plus,
1
U= —5 0.
Un Tl = o )2

Les suites (uy,) et (vy,) sont donc adjacentes. Par conséquent elles sont convergentes et ont la méme limite :

lim u, = lim v, |
n—oo n—oo

La convergence de la suite compleéte (z,,) peut alors également étre déduite, puisque ses sous-suites
d’indices pairs et impairs convergent vers la méme limite.
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1
u, + 1

Enoncé

Exercice 16 : Soit la suite (u,) définie par : ug =1 et

Exercice 16 — Suite récurrente u, 1 =

. 1
Un+1 :f(un) ou f(:(,‘) = P
1) Etudier les variations de f sur R*.
2) On pose :
Qp = Ugnt1 et Bn = ugy, Vn € N.

a) Montrer que la suite (ay,) est croissante et que la suite (3,) est décroissante.
b) Montrer que : a;, < (3,, Vn € N.
3) Montrer que :

Vn € N, <wu, <1.

4) Montrer que
1
[Unt1 — un| < - Vn € N*.

5) En déduire que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

1) Variations de f sur R*

Pour x > 0,
1
Sa dérivée est 1
/ [ —

Comme (z + 1)% > 0,

fl(z) <0 Vz>0]|

Donc f est strictement décroissante sur RT.

Cherchons son unique point fixe positif. On résout
1 2
T) =1 <= =x <<= z°+zx—-1=0.
f(@) z+1 *

Les solutions sont
-1++5
r=—
2
La seule solution positive est

Ona f(r)=ret

1
—<r<l.
5 T

2a) Monotonie des sous-suites («,) et (3,)

Comme f est décroissante et ug =1 >, on a

ur = f(ug) < f(r)=r.
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Puis, puisque u; < r et f est décroissante,

up = f(ur) > f(r)=r.

En répétant ce raisonnement, on obtient par récurrence l'alternance

‘UQn+1<T<U2n VTLGN‘

Introduisons la fonction composée

g=/folf.

g(ﬂ:)zf( 1 >:1+11 ::E—I—l

r+1 T T+ 2

Pour z > 0,

Alors
r4+1-—z(z+2) 1-—z—a?

x+2 42

g(a) —x =
Or 1 — z — 22 s’annule en r et est positif sur [0, r[, négatif sur |r, +oo[. Donc

x<r=g(x) >z, r>r=g(z) <z
Mais

Unt1 = U2n+3 = 9(U2n+1) = g(an).

e

Comme o, <7,

Donc (o) est strictement croissante.

De méme,
Bri1 = Uzny2 = g(uzn) = 9(Bn).

e <fe]

Comme 3, > r,
Donc (3,,) est strictement décroissante.

2b) Comparaison «,, < 3,
L’encadrement précédent donne directement
ap <1 < By

Donc, a fortiori,

‘angﬂl vneNL

3) Encadrement % <u, <1

Nous procédons par récurrence.

Initialisation. ug = 1, donc

1
— < <1
g =10
Hérédité. Supposons
1
Alors 3
B <up,+1<2
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Toutes les quantités étant positives, on peut prendre les inverses en renversant 'ordre :

1 1 2

— < < —.

2 u,+1 3
Or

1
Uu o
n+1 u”+1

Donc

1 2

§§Un+1§§§1

La propriété est héréditaire. Par récurrence,

Vn € N,

4) Montrer |u,1 — u,| < 1/n

Pour n > 1, utilisons la relation de récurrence a deux rangs consécutifs :

1 1
U = , Uy = —————.
el Up + 1 " Up—1 + 1
Alors
| 1 1
U — Uyl = —
ntl " Up +1  wup_1+1
_ ’Un - un71|
(un -+ 1)(Un,1 + 1) ’
D’apres la question 3,
1 1
Uy, > 5; Up—1 2> 5
Ainsi,
3\2 9

Par conséquent,

4
’unJrl - un| < §|un - Un71|-
En itérant,
4 n—1
[Uny1 — up| < <9) lug — ual.

Or u; = 1/2 et ug = 2/3, donc

| =2
ug —ui| = —.
2wl =g

174 n—1
‘un—l—l - Un’ <= (9> .

Cette estimation est plus forte que celle demandée. Montrons qu’elle implique < 1/n. Pour n =1, 1/6 < 1.

On obtient méme

Si
1 (4)”1 1
B < =,
6 \9 n
alors
1 (4)” 4 1
“(2) < =< :
6 \9 “9n T n+1
car 4(n 4+ 1) < 9n pour n > 1. Donc, par récurrence,
1
[Unt1 — un| < " (n=1)
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5) Convergence et limite de (u,)

Les sous-suites (a;,) et (8,) vérifient :

— (ay,) est croissante ;
— (Bn) est décroissante ;
— ap < B
De plus,
1
0< Bn — Op = U2p — U2n+1 = ‘U2n+1 - u2n| < % — 0.
Elles sont donc adjacentes, et convergent vers une méme limite £. Comme les termes pairs et impairs de

(up) convergent tous vers ¢, la suite entiere (u,) converge vers .

En passant a la limite dans

1
Unt1 = Up + 17
on obtient
o= L
41
Donc
P +0-1=0.

Comme ¢ > 1/2 > 0, on retient la racine positive :

! =
2
Ainsi,
. Vb —1
lim wu, =
n—00 2

Cest quand méme l'exercice le plus difficile de la série, refais le en clarifiant au mieux toutes les étapes
et afin que la rédaction soir la plus fluide possible (du point de vue logique)!
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Exercice 17 — Suite récurrente et suite auxiliaire

Enoncé

Exercice 17 : Soit la suite (up)nen+ définie par :

12u,,

ur =1 et upp1 = ——
9+ up’

1) a) Montrer que :
Vn € N*, 1<u, <\V3.

b) Etudier la monotonie de la suite (ty,)pen:.
Et en déduire sa convergence et sa limite.
2) On pose :

_un &3
Un—m-F\/\/g, Vn € N*.

a) Vérifier que :
2

9+ ut

Vn € N*¥, <

1
57
et en déduire la monotonie de la suite (vp,)pen=.

b) Montrer que les suites (up)nen+ et (vp)nen+ sont adjacentes.

Vn € N*,

Posons, pour alléger les écritures,

a:\/%:?)l/‘l.

Alors a* = 3.

la) Montrer 1 <u, <a

Considérons 19
T
@) = g
La suite vérifie u,+1 = f(uy).
Sur [1,a],
o) = 12(9 4 z*) — 48z%  36(3 — 2?)
B (9 + a4)? 9+t

Comme z < a implique z* < 3,
f'(@) = 0.

Donc f est croissante sur [1,a]. Par conséquent,

f(1) < fx) < fla).

Or 19
N=-2=251
f=15=5>

ot 12 12

a a
o)== =

Ainsi,

En particulier, f([1,a]) C [1,al.

Procédons par récurrence. Initialement,
up =1€(l,al.
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Si uy, € [1,al, alors
unt1 = f(un) € [1,a].

Donc

Vn > 1, 1§un§a:\/\/§.

1b) Monotonie, convergence et limite

Calculons
12u,
Un+1 — Un 9 T u% n
(12 (9+up)
o 9+ ul
B Un(3 — uﬁ)
9+l
D’apres la question précédente,
Un > 1> 0, ui§a4:3
Donc
3—uk >0,
et ainsi

Upt1 — Up = 0]

La suite (uy) est croissante. Elle est majorée par a, donc elle converge.

Notons £ sa limite. Comme 1 < u,, < a,on a > 1> 0. En passant a la limite :

12/
{= .
9+ ¢4
Comme ¢ > 0, on divise par ¢ :
12
1l=—.
9+ ¢4
Donc
94 ¢ =12,
d’ou
=3,

La limite étant positive,

0=3Y4 = \/ﬁ
Jim = /VB

Ainsi,

2a) Inégalité et monotonie de (v,,)

D’apres u, > 1,

ufl > 1.
Donc
9 +ut > 10.
Les deux membres étant positifs,
L1
9+ul — 10
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En multipliant par 2,

2 < 1
4 _ N
9+u; — 5
Calculons maintenant v,411 — vy, :
oy Unb1 U
e P T

o 1 (upt1 >
nl <n+1 tn ) -

En remplagant w41 :

un< 12 1)
v — VUp = — — .
Tl N+ 1)(9+ ud)
Or
12 6 2 _ 6
(n+1)(9+ut) n+1 9+ut = 5(n+1)
Pour n > 1,
L<§<1
5n+1) — 5

Donc le facteur entre parenthéses est strictement négatif. Comme u,,/n! > 0,

‘Un+1—vn<0‘.

Ainsi (vy,) est strictement décroissante.

2b) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes

Nous savons déja que (uy,) est croissante et (v,) décroissante.

Comparons-les :
Up Up
vn—un:a—l——'—un:(a—un)—i——'.
n! n!

Or u, < a et u, > 0. Donc
U
a — Uy > 0, — >0.
n!

o =0

Ainsi,

donc u, < vy.

Enfin, puisque u, — a,
a— uy, — 0.
Et comme 0 < u,, < a,

Un

a
0< < ——0.
n!

n!
Par conséquent,
u
vn—un:(a—un)—i—ﬁ — 0.

Nous avons donc :

— (uy) croissante ;
— (vy) décroissante ;
— Up < Un;

— Up — Uy — 0.
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Les suites (u,) et (v,) sont adjacentes et convergent vers la méme limite :

lim unzgi_)néovnz\/ﬁ.

n—oo
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