Equivalents de suites ww W.A//OC&PS‘CAD 0/.607% 2e année Bac Sciences Mathématiques

Exercice - Equivalents de suites

Correction entierement détaillée

Enoncé

Donner un équivalent, le plus simple possible, de chacune des suites suivantes :

1.
5n —n2+2n”
Uy = —4———.
" n8—3n+12
2.
Un = Vn + 3 —/n.
3.
n2
Uy =
" V2 rn+1
4.
un:e—n+ —2n
5.
_2y/n+e* —5nn
" n?2-3In(2n%)
6.
1 —3n
un—ﬁ—l—e
7.
2 1
8.
Uy = In(1 4 n3)
9.

1
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Principe de vérification

Rappel

Dire qu’une suite (v,,) est un équivalent de (u,) lorsque n devient trés grand signifie que le

quotient
Un,

Un

se rapproche de 1. Ainsi, pour justifier un équivalent proposé v,,, il suffit de calculer

et d’obtenir 1.

- /

Dans chaque question, on cherchera d’abord la partie qui gouverne le comportement de la suite, puis
on vérifiera rigoureusement le résultat par un quotient de limite égale & 1.

1. Suite rationnelle

On considére .
5n —n? + 2n

Un =8 3nt12°

Le numérateur et le dénominateur sont des sommes de puissances de n. Lorsque n devient tres grand,
les puissances les plus élevées jouent le role principal :

5n —n?+2n"  est dominé par 2n’,

et

n® —3n+12 est dominé par n®.

On s’attend donc & obtenir
o’ 2

nd n
Vérification compléete

Calculons le quotient de u,, par 2/n :

U, 5n—n?+2n"

2/n n®—3n+12
5n? —n3 + 2n8
2n8 — 6n2 4 24n’

8 .

n
Xi
2

Divisons maintenant le numérateur et le dénominateur par n

Uy 5 — o5+ 2

_ nB n>

2/n_2—%+%'

Donc

+2 l 2 6 647 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor e MOWKZ TE MDU-LW/Z



Equivalents de suites ww W.A//O'C&PS'CLW D'/.COM 2e année Bac Sciences Mathématiques

Un équivalent simple de u,, est

2. Différence de deux racines carrées

On considere

Up = Vn + 3 —/n.

Si 'on remplace directement chaque racine par un ordre de grandeur voisin de y/n, on obtient une
différence de deux termes tres proches. Il faut donc transformer I'expression a I'aide de I’expression
conjuguée.

Rationalisation

On multiplie par le conjugué :

(VAF3— YR EE + i)
Vn+34+n
 (n+3)—n

NG
3
e Eav

Factorisons y/n au dénominateur :

3
Vn+3=+vn 1+E'

Ainsi
w — 3
n= :
va(y1+2+1)
Comme
3
1+——1,
n

le facteur entre parentheses se rapproche de 2. On prévoit donc I’équivalent

3
2yn’

Vérification compléete
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En faisant tendre n vers +o0o : 5

Unp,
I = =1
nvioo 3/(2y/m) 1+ 1

Un équivalent simple de u,, est

3. Quotient avec une racine carrée

On considere

n?

JErnrl

Pour dégager le comportement du dénominateur, factorisons n

Up =

2 sous la racine :

1 1
= o)

1 1
=n 1+—+—2,
n n

car n > 0 pour tout entier naturel non nul. Ainsi

n
Uy =
ny/1+ % + ;15
B n
1+14 L
Comme )
I+—+—5 -1
noon
on obtient
1 1
1+ —+ — — 1.
n o n
Vérification

Un équivalent simple de u,, est

4. Somme de deux exponentielles décroissantes

On considere
up = e " 4 e,

4
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Le terme e 2" décroit plus vite que e™™. Factorisons e~ :

up =€ "(1+e™M).

Or )
e"=——=0
en
Donc
1+e ™ =1
Vérification

Un équivalent simple de u,, est

5. Exponentielle, logarithme et puissances

On considere
_ 2yn+ée —5lnn

=T 3In(2n4)

Cette question demande d’analyser séparément le numérateur et le dénominateur.

Etude du numérateur

Le numérateur est
N, = 2/n+¢e*" — 51nn.

L’exponentielle 3" croit beaucoup plus vite que les puissances de n et que Inn. Pour le montrer sous

une forme adaptée au calcul de limite, divisons par e3" :
Nn  2yn 5lnn
63_71, T edn B edn
On utilise les limites classiques
n® Inn
— =0 (a>0), 0.
6(171 an
Ainsi i |
2y/n 5lnn
3n - Y 3n O’
e e
et donc .
— = 1.
e mn
5
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Etude du dénominateur

Le dénominateur est
D,, = n? — 3In(2n?).

Utilisons les propriétés du logarithme :
In(2n*) = 1n2 + In(n?)
=In2+41Inn.
Donc

D, =n?>-3In2—-121nn.

Divisons par n? :

D, 3In2 Inn
F A R
or 3In2 1
n nn
77,2 0 et F 0
Par conséquent
D,
— —1
n2

Vérification de I’équivalent de la fraction

On propose

e3n
Up = —=
n TL2
Alors
Unp, N, n?
= — X
e3pn/n2 Dn e3n
B Nn/€3n
- D, /n?
Nous avons montré que
N, D
— =1 et — — L
e°n n
Donc .
. U
lim ———=-=1.

n—+oo e3"/n2 1

Un équivalent simple de u,, est

6. Somme d’un terme polynomial décroissant et d’une exponentielle

On considére

Ecrivons
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Pour comparer e~ & 1/n?, calculons leur quotient :

—3n 2
€ 2, -3n _ T
= n‘e = — — 0.
1/1’L2 e3n
Ainsi e73" est négligeable devant 1/n? lorsque n devient trés grand.

Factorisons alors 1/n? :
1
Up = —5 (1 + n2673”) .

n
Comme
2 —3n
n-e — 0,
on a
1+n%e 3" =51
Vérification

n__ 2 -3

Un équivalent simple de u,, est

7. Logarithme d’une expression proche de 1

On considére

n
Posons
1 2
™ T
Alors
Ty, — 0
et

On utilise la limite classique

lim =1.
z—0 x
En remplagant x par z,, on obtient
In(1
n(l + o) — 1.
Tn
Par ailleurs L9
In o _mw o2,
1/n 1/n n

7
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Pour vérifier directement que 1/n est un équivalent de u,, écrivons :

up,  In(1+x,)

1/n~ 1/n
~ In(1 +z,) o In
Tn 1/n

Le premier facteur tend vers 1 et le second facteur tend également vers 1. Ainsi

Un équivalent simple de u,, est

8. Logarithme de 1 + n?

On considere
wy, = In(1 4+ n).

Pour faire apparaitre la partie principale, factorisons n? a I'intérieur du logarithme :
3 3 1
1+n°=n"(1+ — |-
n

Donc, par la propriété In(ab) = Ina + Inb,

1
un:ln{n?’(l—i——?))]
n
() +1n (14 2
—n(n)+n +$
1
:3lnn+ln<1+—3>.
n

Le second terme tend vers 0 puisque

1
n

et que la fonction logarithme est continue en 1 :
1

In{l+—5)]—>mhl=0.
n

Mais pour établir ’équivalent, il faut vérifier un quotient.

Vérification compléete

Uy, 31nn+ln(1+n%)
3lnn 3lnn
n (14 %)

3lnn

=1+

8

+2 ] 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 78 MQU/K'V/;CE MDW



Equivalents de suites ww W.A//O'C&PS'CLW D'/.COM 2e année Bac Sciences Mathématiques

Pour le dernier quotient, le numérateur tend vers 0 tandis que le dénominateur tend vers 4+oco. Donc

In (1 + #)
3lnn =0
Ainsi u
lim L |

n—+oo 31nn

Un équivalent simple de u,, est

9. Puissance de la forme (1 + #)n

1\"

Ici, un équivalent particulierement simple est une constante. Pour savoir laquelle, déterminons la
limite de u,,.

On consideére

Prenons le logarithme :
1
Inu, =nln (1 + —2> .
n

Ecrivons ce produit sous une forme qui permet d’utiliser la limite classique du logarithme :

1
Inu, =nln (1 + —2>
n
1 1
=— [nQIn <1 + —2>]
n n
1 [n(1+%)
T 1/n?
Comme 1/n? — 0, la limite classique
In(1
lim n(l+ ) =1
z—0 x
donne
In (1 + #)
—1
1/n?
Et ]
— =0
n
Donc
Inu, — 0.

En appliquant la fonction exponentielle, continue sur R, on obtient

Uy = eun o0 — 1

9
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Vérification de 1’équivalent constant

Si ’'on prend v, = 1, alors
Un,
T = u, — 1.

Un équivalent simple de u,, est

10
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Tableau récapitulatif

Suite Un équivalent simple
5n —n? +2n" 2
n8 —3n+12 g
vn + - \/’ﬁ m
2
_— n
vVni+n+1
e +e—2n e "
2y/n+ e —5Inn e3n
n? — 31n(2n%) n?
1
-3
ate™ 2
2 1 1
In(l-—+-—
n n n
In(1 +n%) 3lnn

Idées a retenir

1. Pour un quotient de polyndémes, on met en évidence les plus grandes puissances de n.
2. Pour une différence de racines carrées, le conjugué est souvent la transformation décisive.
3. Sous une racine, on peut factoriser la plus grande puissance carrée de n.

4. Dans une somme d’exponentielles décroissantes, celle qui décroit le moins vite gouverne
généralement le comportement.

5. Une exponentielle croissante domine les puissances de n, elles-mémes plus fortes que le
logarithme pour les comparaisons de croissance usuelles.

6. Pour une expression logarithmique proche de In(1 + x) avec x — 0, la limite w —1
est fondamentale.

7. Pour une puissance variable, le logarithme permet souvent de ramener le probléme a une
limite plus simple.

11
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Exercice — Somme de termes 1/vk

Correction complete et détaillée

Enoncé

On consideére la suite (S,,) définie pour n > 1 par

n

5.=Y

k=1

S-

1. Montrer que, pour tout n > 1,

1

< 2<\/n+ — \/ﬁ) < \/15

N
+

2. A l'aide de la question précédente, déterminer la limite de la suite (S,).

3. On pose désormais
Uy, = S, — 2v/n.

Démontrer, a I'aide du théoréme de convergence monotone, que la suite (u,) converge.

4. En déduire un équivalent simple de .5,,.

1
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1. Encadrement de 2(v/n + 1 — /n)

Nous devons démontrer, pour tout entier n > 1,

1 1
msz(m—ﬁ)gﬁ.

Le terme central contient une différence de deux racines carrées. Dans ce type de situation,
I’idée naturelle consiste a multiplier par I’expression conjuguée.

On a

o (ATI- AATI+ VA
ntl=wn= NES T
(n+1)—n

T Vntl+n
1
T Vntl+vn

Par conséquent,

2
2Vt T-vh) = =g

Il reste donc a comparer
2

N

1 1
avec === et NGE
Premiere inégalité

Montrons que
1 2

< .
vn+1l7= Vn+14yn

Comme n > 1, toutes les quantités qui apparaissent dans les dénominateurs sont strictement
positives. Nous pouvons donc multiplier sans changer le sens de I'inégalité.

L’inégalité précédente est équivalente a

Vn+1l++vn<2vn+1.

En retranchant v/n + 1 des deux membres, on obtient
Vn < vn+1,

ce qui est vrai puisque
n<n+1

et que la fonction racine carrée est croissante sur [0, +ool.

Ainsi,

< 2(\/n+ — \/ﬁ> .

S
+
—

+2 ] 2 6 64 7 0] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor 78 MBU/KTZ/;CE MDW



Suites numériques wiww.alle caps cho 0/-007"'2e année Bac Sciences Mathématiques

Deuxiéme inégalité

Montrons maintenant que
2 1

Vitiivn s v

Comme les dénominateurs sont positifs, cette inégalité est équivalente a

2v/n < vVn+1++/n.

En retranchant y/n des deux membres, on trouve de nouveau
vn <+vn+1,

qui est vraie.

Donc

(Vi1 Vi) <

B
vl

En réunissant les deux résultats, nous obtenons bien, pour tout n > 1,

1 1

n

<2(Vat+1-vh)<

B

3
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2. Limite de la suite (.5),)

Nous avons, pour tout entier k > 1,

1
4w+;®§ﬁ.
Nous allons additionner ces inégalités pour k =1,2,...,n.

On obtient

znjz(\/kwt - Vk) <

M-
-

Or, par définition,
|
— =S,
N
Etudions maintenant la somme située a gauche :

S o(VEFT-VE) =2[(V3- 1) + (VB— V) -+ (Vi kT V)|

Tous les termes intermédiaires s’annulent : ++/2 avec —\/5, ++/3 avec —\/3, etc. Il ne reste
que le premier terme négatif et le dernier terme positif :

2{(\/5—1)+(f—ﬁ)+~~+(m—\/ﬁ) =2(vn+1-1).

Ainsi,
2(WVn+1-1)< S, |
Or
vn—+1— 400,
donc

2(vn+1—1) — 4oc.

Puisque S,, est toujours supérieur ou égal a une quantité qui tend vers +oo, on en déduit

S, — +oo|.

La suite (.S,,) diverge vers +oo :

4
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3. Convergence de u, = S, — 2y/n

Pour utiliser le théoreme de convergence monotone, nous allons montrer deux propriétés :
a) la suite (u,) est monotone;

b) la suite (u,) est bornée dans le sens convenable.

Une suite décroissante et minorée est convergente. De méme, une suite croissante et
majorée est convergente.

a) Etude de la monotonie

Calculons w1 — uy,.

Par définition,

Ups1 = Sp1 — 2vVn +1

et
Up = Sy, — 24/n.
Donc
Upt1 — U = Sp1 — 2Vn+1— 5, +2v/n
= (Sns1 — Sp) — 2(vA T 1 — /).
Mais 1
Sn41 = Sp + ———,
i + vn+1
d’ou
1
Sn+1 - Sn =

Vn+1

Par conséquent,

1
n+1

—2(vn+1—+/n)|

Up+1 — Up =

D’apres la premiere inégalité de la question 1,

! <2(vVn+1-—+/n).

S
+
—_

En soustrayant 2(y/n + 1 — y/n) des deux membres, nous obtenons

! —2(vn+1—+/n)<0.

n+1

Ainsi,
Unp4+1 — Un S 07

bt
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c’est-a-dire

o Z 0]

La suite (u,) est donc décroissante.

6
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b) Recherche d’un minorant

Il faut maintenant montrer que les termes de (u,,) ne peuvent pas descendre indéfiniment vers
—00.

D’apres la deuxieme inégalité de la question 1, pour tout k > 1,

(W—I)ST

Additionnons cette foisde k=1ak=n—1:

22 Vk+ —\/_)S

™ML
5=

La somme de droite est S,,_; et la somme de gauche est télescopique :

2(v/n—1) < Sp_1.

Or ]
Sn = Sn,1 -+ ﬁ

Donc

Sn22(\/ﬁ_1)+

El

En développant le membre de droite,

1
> 92 — 24+ —.
Sn > 2vn +ﬁ

Soustrayons 2y/n des deux cotés :

Sp—2vn > -2+ —.

Comme u,, = S,, — 24/n, cela donne

Et puisque
1
— >0,
n
on obtient en particulier
Uy > —2
Ainsi, (u,) est minorée par —2.
7
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c) Application du théoréme de convergence monotone

Nous avons démontré que :

(uy,) est décroissante

et

(uy,) est minorée par — 2|

Le théoreme de convergence monotone permet alors de conclure que

(uy) converge.

Il existe donc un réel ¢ tel que

lim u, =/|
n——+0o

On peut méme préciser 'intervalle dans lequel se trouve ¢. Comme (u,) est décroissante,
12 S Uq.

Or
U1251—2:1—2:—1

D’autre part, u,, > —2. Ainsi,

—2</0< -1

Cette précision n’est pas nécessaire pour la suite de ’exercice, mais elle permet de mieux
situer la limite.
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4. Equivalent simple de S,

Nous savons que

Up = Sy, — 24/n.
Donc

S, = 2/n + Uy,

La question précédente montre que (u,) converge vers un réel £. En particulier, (u,) est
bornée.

Nous cherchons maintenant une expression simple v, telle que

S,
lim = =1.
n——+0o Un

L’expression naturelle est v,, = 2y/n. Calculons donc le quotient :

Sn 2¢ynH+uy
2v/n  2yn
=1+ tn

2\/n’
Comme u,, — ¢, la suite (u,) reste bornée. Il existe donc un réel M > 0 tel que, pour tout n
suffisamment grand,

|un| < M.

Alors

— 0.

Donc

— 0.

Par conséquent,

Alinsi, un équivalent simple de S,, est
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Conclusion

Les résultats de I'exercice sont :

1

<2(vVn+1-+yn) < 1n’

S
+
—_

S, — +00,
up = S, — 24/n converge,

S,
n——+o0o 2\/6 B

1.

En particulier, Pexpression 24/n est un équivalent simple de S,,.
- J

Remarque pédagogique

Le cceur de I'exercice repose sur une somme dite télescopique. La différence
VE+1-Vk
semble compliquée prise isolément, mais lorsqu’on additionne plusieurs termes consécutifs,
(V2—=1)+(V3=vV2) 4+ + (Vn+1-+n),

toutes les racines intermédiaires disparaissent. Cette idée permet a la fois d’obtenir une
estimation de S, et de faire apparaitre naturellement le terme principal 24/n.

10
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Exercice — Suite définie par récurrence et
équivalent

Correction entierement détaillée

Enoncé. On considére la suite (u,) définie par
up =1 et VneN, upi = 2"u,.

On définit également la suite auxiliaire (v,) par

Unp
Un = - |

272

Etudier la convergence de la suite (v,), puis en déduire un équivalent de la suite (u,).

1. Comprendre la suite (u,)

La relation
Un1 = Qnun

signifie que, pour passer d'un terme au suivant, on multiplie le terme précédent par 2". Calculons
les premiers termes afin de comprendre la structure de la suite.

Pour n =0:
u =2 =1x1=1.

Pour n=1":
Uy = 2'uy =2 x 1 =2.

Pour n=2:
us = 2%us =4 x 2 =8,

Pour n =3 :
ug = 2Pu3 = 8 x 8 = 64.

Ainsi,
U():l, Ulzl, U2:27 U3:8, U4:64,...
On remarque déja que les exposants de 2 obtenus sont

0,0,1, 3, 6,...

qui sont précisément les nombres
n(n —1)
5
La suite auxiliaire donnée dans 1’énoncé est donc tres naturelle : elle sert a comparer u, a la
puissance de 2 qui semble décrire exactement sa croissance.
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2. Etude de la suite auxiliaire (v,,)

On a, pour tout n € N,

Up
n(n—1) *

273

Unp =

Pour étudier (v,), calculons v, en utilisant la relation de récurrence vérifiée par (u,).

Etape 1 : écrire v,

En remplacant n par n + 1 dans la définition de v,,, on obtient

Or

donc

o Up+1
Untl = —Gin(@men-1 -
2 2
(n+1)—1=mn,
o Un+1
vn+1 - n(n+1) *
2

Etape 2 : utiliser la relation wu,., = 2"u,

Puisque

n
Upy1 = 2" Uy,

on peut remplacer u, 1 dans I'expression précédente :

2™ U,
n(n+1) *
2

Un+1 =

Il faut maintenant comparer I’exposant du dénominateur avec celui qui apparait dans la définition

de v,,. Calculons :

D’autre part,

Ainsi,

Par conséquent,

On obtient alors

Comme 2" # 0, on simplifie par 2" :

+212664701592

nin+1) n’>+n
2 2
nn—1) 2n+n* —n n*+n
n —+ = =
2 2 2
n(n+1) n(n —1)
=n
2 2
2n(n2+1) B 2n+n(n—1) _ 2n 2n(n2—1)
2™u,,
Un+1 = n(n—1) *
2
Unp
Un4+1 = " n(n-1) *
2
2
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Mais, par définition,

n(n—1) Un
2
Donc
‘Unﬂ =, pour tout n € N.
Etape 3 : identifier la suite (v,,)
L’égalité
Un+1 = Un

pour tout n montre que (v,) est une suite constante. Il suffit donc de calculer son premier terme.

Pour n =0,

Ainsi,

v, =1 pour tout n € N.

En particulier,

lim v, = 1.
n—-+o0o

Conclusion sur la convergence. La suite (v,) est constante, égale a 1. Elle est donc
convergente et sa limite est
1]

3. En déduire un équivalent de (u,)

Critére utilisé. Pour montrer qu’une suite (w,,) est un équivalent de (u,), on vérifie que

. u
lim — =1.
n—-+oo Wn,

Ici, la définition de v,, donne immédiatement

Un
n(n—1) *

273

Unp =

Or nous venons de démontrer que
lim v, =1.

n—-+0oo
Donc
. u
hm Tn,l) =1.
n—-+00 2= —
Par conséquent,
n(n—1)

2

est un équivalent de u,, lorsque n devient grand.
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Réponse demandée :

n(n—1)

272 est un équivalent de u,,.

4. Remarque importante : ici, on peut dire encore mieux

Dans cet exercice, nous avons obtenu non seulement

un
n(n—1)
2

— 1,

mais méme
Up,
n(n—1)
2

=1 pour tout n € N.

Par conséquent,

n(n—1)
2

Uy =2 pour tout n € N.

Autrement dit, I’expression trouvée n’est pas seulement une approximation du comportement de
u, pour les grandes valeurs de n : c¢’est la formule exacte de w,,.

5. Vérification indépendante par récurrence

Vérifions directement que

n(n—1)
P(n): Uy =27 2
est vraie pour tout n € N.
Initialisation
Pour n = 0,
0(0—1)
La propriété est donc vraie au rang 0.
Hérédité
Supposons qu’a un certain rang n € N,
n(n—1)
U, =27 2 .

A T’aide de la relation de récurrence,
n
Upt1 = 2" Up.

En utilisant 'hypothese de récurrence,

n n(n—1)
Unp+1 = 2" x 272,

Avec la regle 2920 = 20+,
n(n—1)
Up+1 = 2n+ 2.
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Or

-1 1
=1 _a(+1)
2 2
Donc
n(n+1)
Up1 = 272
Mais
nn+1) (m+1)((n+1)—1)
2 2 '
Ainsi,
(n+1)((n+1)—1)
Upt1 = 2 .
La propriété est donc héréditaire.
Par le principe de récurrence,
n(n—1)
Uy, =27 2 pour tout n € N.

6. Bilan de la méthode

L’idée essentielle de I'exercice est de choisir une suite auxiliaire qui neutralise le facteur 2" de la

relation
n
un+1 = 2 Unp,.

Le dénominateur
n(n—1)
2

a précisément été choisi parce que ses exposants vérifient

nin+1) n(n-—1)
2 2

=n.

C’est exactement le facteur 2" qui intervient lorsque 1'on passe de wu, a ;1.

On obtient ainsi la chaine logique suivante :

— — lim v, =1

v, =1
n n—-+00

Un+1 = Un

—

lim
n—-+o0o 2

Unp,
n(n—1)

=1.

2

Et, dans ce cas particulier, la relation est méme exacte :

n(n—1)
U, =27 2

+212664701592 X
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Exercice — Fonction réciproque et équivalent
d’une suite

Correction détaillée

Enoncé

Soit f la fonction définie sur R* =]0, +oo[ par

flx)=z+Inz|

1. Montrer que f est bijective.

2. En déduire que I'équation f(x) = n a une unique solution, notée x,,, pour tout entier n
(ne cherchez pas a la calculer, vous n’y arriverez pas).

3. Expliquer pourquoi la suite (x,) est croissante, et quelle est sa limite.

4. Déterminer un équivalent simple de x,,.

Correction détaillée

1. Montrer que f est bijective
La fonction logarithme népérien In z est définie pour x > 0. La fonction f est donc étudiée sur

10, 400

Pour montrer que f est bijective de ]0, +o00[ vers R, nous allons montrer qu’elle est strictement
croissante et que ses valeurs parcourent tout R.

a) Etude des variations

Pour tout x > 0,

1
/
=1+-.
flay=1+>
Comme x > 0, on a
- >0,
x
donc 1
1+—->0.
x
Ainsi,

f'(z) >0 pour tout z > 0.

1
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Par conséquent, f est strictement croissante sur ]0, +o0|.

b) Limite au voisinage de 0

Lorsque z — 07T,

x—0 et Inz — —o0.
Donc
li =—
c) Limite lorsque = — +o00
Lorsque z — +o00,
T — +00 et Inz — 4o00.

Donc

i ) = e

d) Conclusion
La fonction f est continue et strictement croissante sur |0, +oo[, avec
mlir[r){r f(x)=—0c0 et xl_l)r_{loof(x) = +o00.

Elle prend donc une fois et une seule toute valeur réelle.

[ f:]0,4+00] — R est bijective. ]

2
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2. Existence et unicité de z,,

Soit n un entier. LL’équation demandée est

fx) =mn,

c’est-a-dire

‘$+Mx:m‘

D’apres la question précédente, f est bijective de |0, +oo[ vers R. Par définition d'une bijection,
pour toute valeur réelle y, I’équation

flx) =y
admet une unique solution dans ]0, +o0[.

En particulier, pour y = n, il existe un unique réel positif x,, tel que

f(z,) =n.

Alinsi,

’:Bn+1nxn:n.‘

Cette relation sera la relation fondamentale pour la suite (z,,).

Il n’est pas nécessaire de chercher une formule explicite de x,,. Toute I’étude peut étre
faite a partir de I'identité
T, +1nx, =n.

3. Sens de variation et limite de (z,)
a) Montrons que (z,) est croissante

Par définition,
f(zn) =n
et
f(zpi1) =n+1.

On a évidemment
n<n-+1.

Donc

f(@n) < fl@ni1).
Or f est strictement croissante. Une fonction strictement croissante conserve 1’ordre :
fla) < f(b) = a<hb.

On obtient alors

Ty < Tpgq-

3
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Ainsi,

(z,) est strictement croissante.

b) Déterminons sa limite
Puisque (x,,) est croissante, deux situations seulement sont possibles : soit elle est majorée et
elle converge vers une limite réelle, soit elle tend vers 4o0.

Supposons, pour raisonner par 'absurde, que (x,,) soit majorée. Comme elle est croissante, elle
convergerait alors vers un réel £ > 0.

La fonction f étant continue sur |0, +oo[, on aurait

f(zn) — f(0).
Mais, par définition de z,,,
f(z,) =n.

Or
n — +oo.

Il est impossible qu'une méme suite f(z,) tende a la fois vers le réel f(¢) et vers +oo.
L’hypothese selon laquelle (x,,) est majorée est donc impossible.

Par conséquent,

lim x, = +oo.
n—-+o0o

4
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4. Déterminer un équivalent simple de z,

Nous repartons de la relation fondamentale

’xn—i—ln:z:n:n.‘

L’objectif est de comparer x,, & une expression simple. La présence du terme n dans le membre
de droite suggere de comparer x,, a n.

a) Premieére comparaison : x, <n

Pour n > 1, on a x,, > x; puisque la suite est croissante.

Or x = 1 vérifie
f(I)=14+nl1=1.

L’unicité de la solution de f(z) =1 donne donc

I = 1.
Ainsi, pour tout n > 1,
T, > 1
Par conséquent,
Inz, >0

A partir de
T, +1nzx, =n,

on obtient

T, =n—Inz,.

Comme Inz,, > 0,

Nous avons donc, pour n > 1,

b) Encadrement du logarithme
La fonction logarithme est croissante sur ]0, +-o00[. De
1<z, <n,

on déduit
0=Inl<lnz, <Inn.

Donc

0<Inz, <lnn.

>
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Divisons par n > 0 :

Or la limite classique
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Inz, Inn

donne, par le théoreme des gendarmes,

0< < —.
n n
Inn
lim — =0
n—+oo n
) Inz
lim " —=0.
n—+oo n

c¢) Etude du quotient In
n

Divisons maintenant 1’égalité

par n :

Ainsi,

T, +Inx,=n

r, Inz,

— + = 1.
n n

n 1 n
221_ nx '
n n

En passant a la limite et en utilisant le résultat précédent,

Donc

m 2% =1-0=1.

n—-+oo n,

Ve

En effet,

Un équivalent simple de x,, est

n—-+oo n

Bilan de ’exercice

Nous avons établi successivement :

et enfin

f(z) = x + Inx est bijective de |0, +o0[ vers R,

‘Vn, 'z, > 0 tel que =, + Inz, :n,‘

(x,,) est strictement croissante et x, — 400,

. Tn
lim — =1,
n—+oo n,

ce qui confirme que I’équivalent simple rechercéqé est [n].

+212664701592
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Exercice (d’aprées EML)

Etude complete d’une suite définie par récurrence

Enoncé

On considere la fonction
fror—a®+4x+2

et une suite (u,) vérifiant la relation de récurrence

Up+1 = f(un)a

up étant un réel quelconque.

1. Etudier les variations de la fonction f, et déterminer le nombre d’antécédents par f d'un
réel m en fonction des valeurs de m. Résoudre en particulier f(z) = —1.

2. Montrer qu’il existe trois valeurs de uy pour lesquelles la suite (u,) est stationnaire
(c’est-a-dire qu’elle est constante a partir d’un certain rang).

3. Montrer que, pour tout n € N,
Uns1 +2 = (up +2)°.

En déduire la nature de la suite (u,) selon la valeur de ug.

1/13
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Correction détaillée

1. Etude de la fonction f et nombre d’antécédents

On a
f(z) =2 + 4o + 2.
Pour étudier les variations de f, calculons sa dérivée :

f(z)=2x+4=2(x+2).

Le signe de f’(x) dépend donc de celui de = + 2 :
fllx) <0 siz< =2,
flx)=0 siz=-2
fl(x)>0 siz>-2.

Ainsi :

— [ est strictement décroissante sur | — oo, —2| ;

— f est strictement croissante sur [—2, +-00].
Calculons la valeur de f au point ou la dérivée s’annule :

f(=2)= (=2 +4(-2)+2=4—-8+2=-2.

D’autre part,
lim f(z) =40 et lim f(z) = +o0,

T—>r—00 r——+00

car le terme 22 domine dans le polynéme z2 + 4z + 2.

Le tableau de variations est donc :
T —00 —2 +00
fa)| — 0 +
f(x) | +o0 =27 +o0

On peut retrouver immédiatement ce minimum en écrivant f sous forme canonique :
flz)=(z+2)* -2
Comme (z + 2)? > 0 pour tout réel z, on obtient

f(x) > —2.

Le minimum de f est donc —2, atteint uniquement pour r = —2.

Nombre d’antécédents d’un réel m

Chercher les antécédents de m revient a résoudre

f(x) =m.
Avec la forme canonique :
(x +2)* —2=m,
d’ou
(x+2)*=m+2.

Il suffit alors de discuter selon le signe de m + 2.

2/13
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Premier cas : m < —2. Alors m+ 2 < 0. Or un carré est toujours positif ou nul. L’équation
(z+2)2=m+2

n’a donc aucune solution réelle.

Ainsi, si m < —2, le réel m n’a aucun antécédent par f.

Deuxiéme cas : m = —2. On obtient
(z+2)*=0,

donc
r = —2.

Le réel —2 possede donc un unique antécédent, qui est —2.

Troisiéme cas : m > —2. Alors m+2 >0 et
(z+2)=m+2

donne
r+2=+vm+2 ou x+2=—vVm+2.

Ainsi

r=-24+vm+2 ou x=-2—+vVm-+2.

Il y a donc deux antécédents distincts.

Conclusion

Pour un réel m :

Valeur de m | Nombre d’antécédents par f

m < —2 0
m= —2 1
m > —2 2

Résolution de f(z) = —1

On résout
2+ 4r+2=—1.

En utilisant la forme canonique :

(x+2)?2—-2=-1,

donc
(z+2)*=1.
Ainsi
r+2=1 ou x+2=-1,
d’ou
‘x::-—l ou wzz-—3ﬂ
3/13
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2. Valeurs de ug pour lesquelles la suite est stationnaire

La suite vérifie
Up4+1 = f(un)

Pour qu’elle devienne constante a partir d’un certain rang, il faut qu’a un certain moment elle
atteigne une valeur ¢ telle que

fo =t
En effet, si u, = ( et si f(¢) = ¢, alors

up = flup) = f(0) = ¢,

puis de méme
Upro2 = fupt1) = f(0) = ¢,
et ainsi de suite. La suite est alors constante a partir du rang p.

Commengons donc par chercher les points fixes de f.

On résout
f(z) ==

Cela donne

¥+ 4 +2 =1,
puis

? + 31 +2=0.
Factorisons :

2 +3x+2=(z+1)(z+2).

Donc

(x+1)(x+2) =0,

et finalement

\x:—l ou x:—Q.\

Les deux valeurs fixes sont donc —1 et —2.

Premier choix : ug = —1. On a
U1 = f(—l) = —1.

Puis, de proche en proche,
u, = —1 pour tout n € N.

La suite est constante des le rang 0.

Deuxiéme choix : ug = —2. De méme,

uw = f(=2)=-2,

et donc
u, = —2 pour tout n € N.

La suite est constante des le rang 0.

4/13
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Peut-on obtenir encore une autre valeur de uy? Oui. La suite peut devenir constante
sans 'étre des le départ. Il suffit que ug soit envoyé sur I'un des points fixes.

Cherchons d’abord les antécédents de —1. D’apres la question 1,

fla)=-1
a exactement les deux solutions
r=—-—1 et x=-3.

La valeur ug = —1 est déja connue. Prenons donc

Ug = —3.
Alors

w=f(-3)=9-12+42=—1.
Comme —1 est un point fixe,
Ug = f(_]'> = _]-7
puis
U, = —1 pour tout n > 1.

La suite est donc stationnaire a partir du rang 1.

Cherchons maintenant d’éventuels autres antécédents de —2. D’apres la question 1, —2 possede
un seul antécédent, qui est —2 lui-méme. On n’obtient donc aucune nouvelle valeur.

Enfin, pourrait-on atteindre —3 a un rang précédent, puis —1 au rang suivant ? Non, car
—3 < —2 et la question 1 a montré que f(z) > —2 pour tout réel xz. Ainsi —3 n’a aucun
antécédent par f.

Il n’existe donc aucune autre possibilité.

Conclusion

Les trois valeurs de ug pour lesquelles la suite (u,,) est stationnaire sont

Uy € {—3, —2, —1}

Plus précisément :

— si ug = —2, alors u,, = —2 pour tout n;

— si ug = —1, alors u,, = —1 pour tout n;

— siug = —3, alors ug = —3 et u,, = —1 pour tout n > 1.
5/13
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3. Etude de la suite selon la valeur de uq

Partons de la relation de récurrence :
Upt] = ui + 4u,, + 2.
Ajoutons 2 aux deux membres :
Upy1 +2 = u2 + du, + 4.

Or
u? + du, +4 = (u, +2)%

Par conséquent, pour tout n € N,

Un+1 + 2 = (’LLn + 2)2

Cette relation suggere de considérer la suite auxiliaire

Uy = Uy + 2.
Alors
Vg1l = Ungr +2 = (u, +2)* =02,
Donc
Un41 = UTZL
avec
Vo = Ug + 2.

Idée essentielle

L’étude de (u,,) revient donc & étudier une suite trés simple :
2
Up4+1 = Uy,

Chaque terme est le carré du précédent.

Expression de v,

Calculons les premiers termes :

Les exposants sont

2, 4, 8,
c’est-a-dire
ot 92 93
On obtient donc
vnzvgn.
6/13
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Puisque vg = ug + 2,

Un = (uO + 2)2"

Et comme u, = v, — 2,

Up = (UO + 2)2” — 2

Cette formule permet de distinguer tous les cas en fonction de la position de ug + 2 par rapport
a—1,0et 1.

7/13
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Cas1l:uy= -2
Alors
Ug + 2=0.

Pour tout n,
u, +2=0" =0,

donc
Uy = —2.

La suite est constante et converge vers —2.

Cas 2 :uyy=-1
Alors

Pour tout n,
u, +2=1%" =1,

donc
U, = —1.

La suite est constante et converge vers —1.

Cas 3 : uy=-3

Alors
Au rang 1,

u +2=(—1)7? =1,
donc

Uy = —1.

A partir de ce rang, on reste sur le point fixe —1 :

U, = —1 pour tout n > 1.

La suite est stationnaire a partir du rang 1 et converge vers —1.

Cas4: -3 <uy<—2

Dans ce cas,
-1 <uy+2<0.

Ainsi
|u0 + 2| < 1.

A partir du rang 1, Uexposant 2" est pair, donc

0 < (ug+2)*" < 1.

8/13
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De plus, puisque tout nombre de |0, 1[ devient plus petit lorsqu’on le met au carré, on a pour
n>1:
0<vn+1:v2<vn<1.

Ainsi (v,,) est strictement décroissante a partir du rang 1 et minorée par 0. Elle converge donc
vers une limite L > 0.

En passant a la limite dans

UTZ+1 = Un?
on obtient
L=1%
donc
L(L—-1)=0.
Ainsi

L=0 ou L=1.

Mais, a partir du rang 1, 0 < v,, < 1 et la suite est décroissante. Elle ne peut donc pas converger
vers 1. Par conséquent,

Donc

et comme u,, = v, — 2,

Remarquons toutefois que la suite (u,) n’est pas décroissante des le rang 0. En effet, uy < —2,
tandis que
uy +2 = (up +2)* > 0,

donc
U > —2 > ug.

Elle effectue d’abord un saut vers le haut, puis elle décroit vers —2 a partir du rang 1.

9/13
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Cas b : —2<uy<—1

Ici,
O0<ug+2<1.
Donc
0<vg <l
Puis, pour tout n,
0<wv, <1.

Par conséquent,
2
Upt1 = U, < Up.

La suite (v,) est donc strictement décroissante et minorée par 0. Elle converge vers une limite

L>0.
Comme précédemment,
L =17
donc L = 0 ou L = 1. Puisque (v,) est décroissante et vy < 1, elle ne peut pas converger vers 1.
Donc
L=0.
Ainsi

v, —0 = u,=v,—2— —2.

De plus, comme u,, = v, — 2, la monotonie de (u,) est la méme que celle de (v,). Donc

(uy) est strictement décroissante et converge vers — 2.

Cas 6 : uyg > —1

Alors
ug+2>1,

donc
v > 1.

Si v, > 1, alors
2
Un+1 = U, > Up.

Ainsi (v,) est strictement croissante.

Montrons qu’elle n’est pas majorée. Supposons au contraire qu’elle soit majorée. Etant croissante
et majorée, elle convergerait vers une limite réelle L > vy > 1. En passant a la limite dans

Uny1 = U?%,?
on aurait
L =17
donc L =0 ou L =1, ce qui est impossible puisque L > 1.

Par conséquent,
Uy, — +00.

Et puisque (v,,) est strictement croissante, (u,) I'est également.

Donc

10/13
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Cas 7 :uyg< —3

Alors

ug+ 2 < —1.
Donc

|u0 + 2| > 1.
Au rang 1,

v; =vg > 1.

A partir de 13, on se retrouve dans la situation précédente :
vn+1:vi>vn>1 (n>1).

Ainsi

Uy, — +00,
donc

Uy — +00.
Notons également que

U < —3 < —1 < uy,

car v; > 1 implique u; = v; — 2 > —1. Il y a donc des le premier pas une augmentation. Puis
la suite continue de croitre strictement.

On peut donc écrire :

(uy) est strictement croissante et tend vers + co.

11/13
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Bilan général

Toutes les situations sont maintenant déterminées.

Valeur de Comportement de (u,) Limite
Uy < —3 strictement croissante +00
uy = —3 stationnaire a partir du rang 1 -1

—3J <y < =2 augmente au premier pas, puis -2

décroit
Uy = —2 constante —2

—2<uy < —1 strictement décroissante -2
ug = —1 constante -1
ug > —1 strictement croissante +00

Conclusion

La relation décisive est

Uny1 + 2 = (u, + 2)°.

En posant v,, = u,, + 2, on transforme la récurrence initiale en

2
Un+1 = Uy

On obtient méme la formule explicite

Up = (UO —|— 2)2" — 2

Cette expression rend immédiatement visibles les seuils essentiels

Ug = —37 Ug = —2, Uy = —1,

qui correspondent respectivement a

w+2=-1, 0, 1.

Vérification rapide des trois valeurs stationnaires

Pour terminer, vérifions directement :

uw=-3 = u=f(-3)=-1 = u,=—1pourn>1,

u=-2 = wu = f(-2)=-2 = u, = —2 pour tout n,

u=-1 = wu=f(-1)=-1 = u, =—1 pour tout n.

12/13
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Ainsi la réponse de la question 2 est bien

Uy € {—3, —2, —1}

13/13
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Exercice (d’apres EDHECQC)

Etude d’une suite définie implicitement

Enoncé

On considere, pour tout entier naturel n, la fonction f,, définie sur R par

ful2) = 2° + nx — 1.

1. Etudier les variations de f,.

2. Montrer que, pour tout n > 1, il existe un unique réel u,, tel que

fn(u,) =0.
3. Montrer que
1
o<u, <-—
n

et en déduire la convergence de la suite (uy,).

1
4. Montrer que — est un équivalent de u,,, c’est-a-dire établir
n

5. Déterminer un équivalent simple de

1/11
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Correction détaillée

1. Etude des variations de f,
Pour tout n € N, on a
ful2) = 2° +nx — 1.
La fonction f,, est un polynome, donc elle est dérivable sur R.
Calculons sa dérivée :

fi(x) = 5z* + n.

Or, pour tout réel z,

zt >0,
donc

521 >0
Comme n € N, on a aussi

n>0

Ainsi,

fi(x) =5z +n > 0.

n

Pour n > 1, on a méme
fi(z) =5z +n>n>0,

n

ce qui montre immédiatement que f,, est strictement croissante sur R.

Pour n =0,

fo(z) = 2° — 1,
et la fonction x — 2% est strictement croissante sur R. Ainsi f; est également strictement
croissante.

Par conséquent, pour tout n € N,

‘ fn est strictement croissante sur R.‘

Etudions maintenant les limites aux extrémités de R.

Lorsque x — +00, le terme 2° domine et

lim 2° = +oo, lim nz =400 (n>1),
r—r-+00 Tr—-+00
donc
A, Ja(@) = Foo.
Lorsque x — —o0,
lim 2° = —o0
r—r—00

et nx est également négatif ou nul. Ainsi

lim f,(z) = —oo0.

T—r—00

On peut résumer les variations de f,, par le tableau suivant :

2/11
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T —00 +00
fa() +
folx) | —00 S +o0

Pour tout n € N, la fonction f, est continue et strictement croissante sur R, avec

lim f,(x)=—-00 et lim f,(z)=+o0.

T——00 T—-+00

3/11
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2. Existence et unicité de u,

On suppose maintenant n > 1.

Nous cherchons les solutions de
c’est-a-dire
2 4+nr—1=0.

D’apres la question précédente, f,, est continue et strictement croissante sur R.

Calculons deux valeurs simples.

Pour x =0 :
[u(0)=0"4+n-0—-1=—1.
Donc
fa(0)=-1<0.
1
Pour x = —
" 1 1\° 1
()= G) ()
n n n
Or
)
n\—| =1,
n
donc

Comme n > 1,

1
e >0
Ainsi
1
fn () >0
n
Nous avons donc 1
fa(0) <0< fo (n> .

La fonction f, étant continue sur 'intervalle

1
{07 } )
n
le théoreme des valeurs intermédiaires garantit I'existence dun réel u,, tel que

1
o<u, < —
n

et
folun) = 0.

Enfin, puisque f,, est strictement croissante sur R, elle ne peut s’annuler qu'une seule fois.

4/11
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e N
Pour tout entier n > 1, il existe un unique réel u,, tel que
fn(u,) =0.
De plus,
1
o<u, < —.
n
- J

L’encadrement obtenu ici est déja tres précieux : il permettra immédiatement de déterminer
la limite de (u,,).

5/11
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3. Convergence de la suite (u,)

D’apres la question précédente, pour tout n > 1,

1
0<u, < —.
n
En particulier,
0<u, < l
n
Or
lim 0=0
n—-+o0o
et
_ 1
lim — =0.
n—-+oo n,

Par le théoreme d’encadrement,

lim w, = 0.
n—-+0o

Ainsi la suite (u,,) est convergente et sa limite est 0.

| = |

Remarquons que cette conclusion ne nécessite pas d’étudier la monotonie de (u,,) : I'encadre-
ment

0<u,<

S|

suffit a lui seul.

4. Recherche d’un équivalent simple de u,

Nous savons que u,, est défini par
fo(un) = 0.

Par définition de f,,,

Donc
1
Nous voulons comparer u,, a —.
n

Calculons le quotient :

uTl
= nu
1/n "
D’apres 'égalité précédente,
tn 1—u’
1/n "
Or nous avons montré que
U, — 0.
6/11
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Donc, par continuité de la fonction z — 2°,

u — 0
Par conséquent,
1—ul —1
Ainsi
u
lim — =1
n—+o0 ]_/n
Un équivalent simple de u,, est L
1
E

L'égalité

est beaucoup plus efficace que d’essayer de calculer explicitement wu,,, ce qui serait inutile-
ment compliqué.
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, 1
5. Equivalent de — — u,,

Nous repartons de 1’équation exacte satisfaite par wu,, :

Elle donne

u® 4+ nu, — 1 =0.

_ 5
1 —nu, =u,.

Divisons les deux membres par n :

Or

1—nu,

3 | &

n

l—nu, 1
n n

Ainsi nous obtenons 'identité exacte

1
Cette égalité explique déja pourquoi la différence est beaucoup plus petite que —.
n

A la question précédente, nous avons établi

Nous allons donc comparer

Calculons le quotient :

En utilisant
on obtient

Or

Donc

Comme

+212664701592

lim nu, = 1.
n—-4oo

1
1
nb
1
i)
1/nS n
1 ud
— — Up = —,
n

nu, — 1,
8/11
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Suites et fonctions - Bac 'S’Meé’s/@lﬁ%frﬁaé‘iaﬂéscom

la continuité de la fonction x — z° donne

(nuy)® — 1° = 1.

Ainsi
L
lim ~—" =1
n%lJroo 1/n6
Un équivalent simple de
1
n
est
1
E.
. J
9/11
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Synthese de la méthode

L’exercice repose sur trois idées essentielles.

1. Exploiter la monotonie de la fonction
La dérivée
fi(x) =5z" +n
est positive pour n > 1. La fonction f, est donc strictement croissante. Une fois que 'on

trouve deux nombres entre lesquels f,, change de signe, 'existence et I'unicité de la racine
sont immédiates.

Ici,
fa(0)=—=1<0
et 1 1
n n
D’ou
1
o<y, < —.
n

2. Utiliser I’équation exacte satisfaite par u,

La relation
falun) =0
s’écrit
u? +nu, —1=0.
Elle permet d’obtenir immédiatement

5

n*

nu, =1—u

Comme u,, — 0,
nu, — 1.

1
C’est exactement ce qu’il faut pour prouver que — est un équivalent de w,,.
n

3. Transformer la différence demandée

Pour la derniere question, on ne cherche pas a soustraire deux expressions proches de fagon
approximative. On utilise encore 1’équation exacte :

1—nun:u5

n’

d’ou
1 ud
- —u, = —.
n
Ensuite,
10/11
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Résultats finaux

u, — 0},

— est un équivalent de wu,, |,
n

. 1
—5 est un équivalent de — — w,,.
n n

11/11
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Exercice

Suites définies & aide de maximums et de minimums

Enoncé

Soit (u,,) une suite bornée. On introduit alors deux suites auxiliaires définies par

a, = max(Ug, Uy, . .., Up) et b, = min(ug, Uy, . .., Up).

1. Montrer que les suites (a,) et (b,) sont convergentes.
2. Que peut-on dire de la suite (u,) si elles ont la méme limite ?

3. On pose désormais
Cn = maX(una Unp+1, Un425 - - - 7u2n)-

Cette suite est-elle nécessairement convergente ?

1
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Correction détaillée

Préliminaire : ce que signifie “(u,) est bornée”

Dire que la suite (u,) est bornée signifie qu’il existe deux réels m et M tels que, pour tout
n €N,

’mgungM.‘

Autrement dit, aucun terme de la suite ne descend au-dessous de m et aucun terme ne dépasse
M.

Cette information va étre essentielle pour appliquer le théoréme de convergence monotone.

Idée clé

Une suite croissante et majorée converge. Une suite décroissante et minorée converge.

1. Convergence de (a,) et de (b,)
A. Etude de la suite (a,)

Par définition,
@y, = max(Ug, Uy, ..., Uy).

Au rang suivant,
A1 = Max(Ug, Uty -« ., Uy, Upt1)-

Mais le maximum des n + 1 premiers termes est précisément a,. On peut donc écrire

Upy1 = Max(ay, Upi1)-

Or le maximum de deux nombres est toujours supérieur ou égal a chacun d’eux. En particulier,
Ap+t1 Z Qp,-

Alinsi,

(a,) est croissante.

Il faut maintenant montrer qu’elle est majorée.
Comme (u,,) est bornée, il existe un réel M tel que
Vk € N, up < M.
Donc, pour un entier n fixé,
ug < M, w <M, ..., u, <M.
Le maximum de ces nombres ne peut donc pas dépasser M :

a, = max(ug, ..., u,) < M.

Par conséquent,

(an) est majorée.

2
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La suite (a,) est donc croissante et majorée. D’apres le théoréme de convergence monotone,

(a,) converge.

Notons sa limite « :
lim a, = a.

n—-+00
B. Etude de la suite (b,)
Par définition,
b, = min(ug, Uy, ..., Uy).
Au rang suivant,
bpy1 = min(ug, Uy, . . ., Uy, Upt1)-

Donc

b1 = min(by,, Upy1).

Le minimum de deux nombres est inférieur ou égal a chacun d’eux. Ainsi,
bn+1 S bn

Donc

(b,) est décroissante.

Comme (u,,) est bornée, il existe un réel m tel que
Vk € N, m < uy.

Ainsi, pour tout n,
m<uy, mIu, ..., M Upy.

Le minimum de ces nombres est encore supérieur ou égal a m :
m < b,

Donc

(by,) est minorée.

La suite (b,,) est décroissante et minorée. D’apres le théoreme de convergence monotone,

(b,) converge.

Notons sa limite [ :

Les deux suites auxiliaires sont convergentes :

ay, — « et bn—>6.‘

3
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2. Que se passe-t-il si (a,) et (b,) ont la méme limite ?
Pour tout entier naturel n, le terme u,, appartient a la liste
Uy, Upy ...y Up.

Or b,, est le minimum de cette liste et a,, son maximum. On a donc nécessairement

\bnéun < ap.

Supposons maintenant que (a,) et (b,) aient la méme limite. Notons-la ¢ :

lim a, =/ et lim b, = /.
n—-+o0o n—-+o0o

L’encadrement précédent devient
by, < up < ay,.

Les deux suites qui encadrent u, convergent vers le méme réel . D’apres le théoreme des
gendarmes,

lim wu, =¢.
n—-+00

Les suites (b,) et (a,) jouent ici le réle d’'une “barriere inférieure” et d’'une “barriere
supérieure” pour u,. Si ces deux barrieres finissent par se rejoindre vers la méme valeur

¢, alors u, est forcée de rejoindre elle aussi 4.
A\ J

Conclusion

Si (ay) et (b,) ont la méme limite ¢, alors

u,) converge et lim wu, = /.
( n) g n—-+oo n

4
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3. La suite ¢, = max(uy, U1, ..., us,) est-elle toujours convergente ?

La réponse est
non.

Il suffit de construire une suite bornée (u,) pour laquelle (¢,) ne converge pas.

Construction d’un contre-exemple
Considérons la suite définie par

1, sin est une puissance de 3,
Up =
0, sinon.
Ainsi, pour n > 1,

Ulzl, UQZO, ng]., U4:O,..., ngl,...

Tous les termes valent 0 ou 1. La suite est donc bornée :

Nous allons montrer que (¢,,) prend la valeur 1 pour une infinité d’indices et la valeur 0 pour
une autre infinité d’indices.

Premier choix d’indices : n = 3*

Prenons
n = 3.
Par définition,
C3k = maX(UBk, U3k+1, e ,Uz.gk) .
Mais 3* est une puissance de 3, donc
Ugk = 1.

Tous les termes de la suite étant au plus égaux a 1, le maximum du bloc vaut donc exactement

1:

Cela est vrai pour tout k.

Ainsi, la sous-suite (c3r) est constante égale a 1 et donc

C3k — 1.

Deuxiéme choix d’indices : n = 3" + 1

Prenons maintenant
n=3F+1.

>
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Le bloc utilisé pour calculer ¢, va de
3F+1 a4 23F+1)=2-3"+2.

Nous cherchons a savoir si ce bloc contient une puissance de 3.

La puissance de 3 qui préceéde est 3%, mais elle n’appartient pas au bloc puisque
3" <3F+ 1.

La puissance de 3 suivante est
3t =3.3"

Pour k> 1, on a 3¥ > 3, donc
2.3 +2<3.3"

En effet,
2.3F4+2<3.3" —= 2<3F

ce qui est vrai pour k > 1.
Ainsi, pour tout k£ > 1, 'intervalle d’indices

{(3"+1,3F+2,...,2-3"+2}

ne contient aucune puissance de 3.

Par définition de (u,), tous les termes correspondants valent donc 0. Ainsi,

C3k1 = 0 (k Z 1)

Donc
C3k+1 — 0

Conclusion sur (c,)

Nous avons trouvé deux sous-suites de (c,) :
C3k —> 1 et C3k 1 — 0.

Si (¢,) était convergente, toutes ses sous-suites convergeraient vers la méme limite. Ici, les deux
limites obtenues sont différentes.

Par conséquent,

(cn) n’est pas nécessairement convergente.

Conclusion

Méme lorsque (u,) est bornée, la suite

Cn = max(Up, Upi1, -, Usp)
peut ne pas converger. Un contre-exemple est donné par

u, = 1 si n est une puissance de 3, u, = 0 sinon.

6
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Synthese
Objet Résultat
an = (ay) est croissante et majorée, donc convergente.
max (g, . . . , Up)
b, = (b,) est décroissante et minorée, donc convergente.
min(ug, - . . , Up)

Méme limite pour | Comme b, < u, < a,, le théoreme des gendarmes entraine

a, et b, que (u,) converge vers cette méme limite.
Cn = La convergence n’est pas garantie. Une suite bornée peut
max (U, . . ., Usy) produire une suite (c,) non convergente.

A retenir

— Ajouter un nouveau terme a une liste ne peut pas faire diminuer son maximum.
— Ajouter un nouveau terme a une liste ne peut pas faire augmenter son minimum.

— Le caractere borné de (u,,) fournit automatiquement une borne supérieure a (a,) et une
borne inférieure a (by,).

— Pour montrer qu'une affirmation du type “toujours convergente” est fausse, il suffit de
construire un seul contre-exemple.

— Pour prouver qu’'une suite ne converge pas, on peut chercher deux sous-suites ayant deux
limites différentes.

7
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Remarque importante

Pour montrer qu'une suite (Cn) ne converge pas, il n’est pas nécessaire
d’étudier tous ses termes. Il suffit de trouver deux sous-suites qui ont des
limites différentes.

En effet, si (cn) convergeait vers L, alors toutes ses sous-suites devraient
également converger vers L.

Ici,

Cak = 1 et 0.

C3ky1 ™
Les indices 3X et 3X + 1 ne couvrent pas tout N, mais ce n’est pas
nécessaire. Les deux limites étant différentes, la suite (c,) ne peut pas

converger.

Deux sous-suites de limites différentes suffisent pour
prouver qu’une suite diverge.
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Exercice

Moyenne des premiers termes d’une suite convergente

Enoncé

Soit (uy) une suite convergeant vers une limite finie £. On définit la suite (v,,) par

n

1 up +ug + -+ Uy
Zuk: .

T n
k=1

Autrement dit, v, est la moyenne des n premiers termes de la suite (uy,).

Montrer que la suite (v,,) converge également vers ¢. On commencera par le cas plus simple ou £ = 0, en
revenant a la définition de la limite.

Correction détaillée

1. Comprendre ce qu’il faut démontrer

On sait que
lim w, = /.
n—-+o0o

Cela signifie que, lorsque n devient grand, les termes u,, sont aussi proches que 1’on veut de /.

La suite (vy,) est constituée des moyennes successives :

Ul + U2 up + u2 + us
U1 = Ui, Vg = 9 v3 = T’

Nous devons prouver que ces moyennes se rapprochent, elles aussi, de £.

Idée essentielle

Dans une moyenne comportant un trés grand nombre de termes, les quelques premiers termes de la

suite peuvent étre éloignés de ¢, mais leur influence devient de plus en plus faible, car leur somme
est divisée par n. En revanche, tous les termes d’indice suffisamment grand sont déja proches de /.

2. Premier cas : / =0

Supposons d’abord que

Nous voulons montrer que

Dire que u,, — 0 signifie que, pour tout réel € > 0, il existe un entier N tel que

n>N = J|u,|<e.

1/6
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Prenons donc un réel arbitraire

e > 0.

Notre objectif est de montrer qu’a partir d’un certain rang,

lun| < e.

Comme u,, — 0, on peut appliquer la définition de la limite avec /2 a la place de e. Il existe donc un
entier N > 1 tel que

k>N = \uk\<§.

2
Considérons maintenant un entier n > N. On a
1 n
T D
k=1
Nous séparons la somme en deux parties :
n N-1 n
douk= Y wk o+ Y w
k=1 k=1 k=N
——
premiers termes  termes d’indice >N
Ainsi,
1 N-1 1 n
vn:—Zuk—i—— Zuk

En utilisant I'inégalité triangulaire,

1N
lvn| < — Z lug| + — Z |uk |-

n
Posons
N-1
= Jul.
k=1
Le nombre A est un réel fixe : il ne dépend plus de n, car il contient seulement les termes uy,...,un_1.
On obtient alors
A 1
o] < =+ = Jug
noon=
Or, pour tout k > N,
€
Uk < —=.
Juk| < 5

Ily an— N +1 termes dans la somme allant de k = N a kK = n. Donc

n
> Juyl <(n—N+1)g
k=N

Par conséquent,

1 Zn:‘“ ‘<n—N+1E
- L o rToE
py n 2

3

2/6
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Comme
0 n—N+1§1’
n
on en déduit
1 E": " |<5
n = k 2

Il reste a controler le premier morceau A/n. Puisque A est fixé et

- — 0,
n
on a A
— — 0.
n
Il existe donc un entier Nj tel que
A ¢
n>N — —<-=.
n 2
Pour tout
n > max(N, Ni),
nous avons alors simultanément
A ¢ 1 & £
— <= et —Z|uk|<f.
n 2 n = 2

Ainsi,

e €
|Un\<§+5:5.

Comme ceci est vrai pour tout € > 0, la définition de la limite donne

lim v, =0.
n—-+o0o

Nous avons démontré le résultat dans le cas u,, — 0 :

g0 = At FUR
n

3/6
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3. Cas général : u, — (

Revenons maintenant au cas général :

U, — L.

L’idée consiste & ramener ce cas au cas précédent en soustrayant ¢. Définissons une nouvelle suite (wy,)
par

Puisque u,, — £, on a immédiatement

1 n
— Z wp — 0
k=1
Calculons cette moyenne :
1 & 1 &
— W = — Z(’U,k - 6)
k=1 "=
En séparant les sommes,
—Z(uk—E)——Zuk——ZE
k=1 k=1 k=1
Or
n
Z {=nt
k=1
Ainsi,
1 & nt
—Zwk:vn——zvn l
k=1 "
Nous avons donc obtenu
1 n
vy — L= —Z(uk—ﬂ)
n
k=1
Le membre de droite tend vers 0. Par conséquent,
vp — € — 0,
ce qui équivaut a
v, — L.

Conclusion

Si une suite (uy,) converge vers une limite finie ¢, alors la suite des moyennes de ses premiers termes

Uy +ug + -+ Uy

Wp =
n
converge elle aussi vers £ :
lim v, = /.
n——+00
\ J

4/6
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4. Pourquoi les premiers termes ne génent-ils pas ?

Cette démonstration repose sur une idée importante qu’il faut bien comprendre.

Fixons un rang N. Dans la moyenne

up o tuyoy | un ot
Un = n + n ’

les N — 1 premiers termes sont en nombre fixe. Leur contribution est

U+ -+ uUnN—1
- .

Le numérateur est fixe alors que le dénominateur n devient arbitrairement grand. Cette contribution
tend donc vers 0.

A T'inverse, lorsque n est grand, la grande majorité des termes de la deuxiéme partie

UN,UN+1y---5Un
sont tous proches de la limite £. La moyenne compléte est donc forcée de se rapprocher de /.

Idée essentielle

Quelques termes éloignés de la limite ne peuvent pas modifier la limite d’une moyenne portant sur

un nombre de termes qui tend vers I'infini.

5. Exemple numérique pour visualiser le résultat

Considérons par exemple

1

On a
Up — 2.

La moyenne correspondante est

Donc
1 < "1 11
Up = — 2n—|—z>:2+z.
n = k ni— k
Le théoreme démontré ci-dessus permet immédiatement d’affirmer que

Up — 2.

Cet exemple illustre bien le phénomene : méme si tous les termes de la suite ne sont pas égaux a 2, leur
moyenne finit par se rapprocher de 2.

6. Schéma de démonstration a retenir
Pour démontrer ce résultat dans un exercice, on peut retenir le plan suivant :

Etape 1. Traiter d’abord le cas u, — 0.

5/6
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Etape 2. Fixer ¢ > 0 et choisir N tel que
€

kZN:>|uk|<2

Etape 3. Séparer la moyenne en deux morceaux :

Etape 4. Montrer que la premiére partie devient petite car son numérateur est fixe et son dénominateur
tend vers +o0.

Etape 5. Montrer que la deuxiéme partie est petite car tous les termes qui la composent sont petits.

Etape 6. Pour le cas général u,, — £, poser

Wy, = Uy — £

et appliquer le résultat précédent a (wy,).

Une suite convergente et la suite des moyennes de ses premiers termes ont la méme
limite.

6/6
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EMLyon 1991, Exercice 2

Enoncé

Soit
f'R — R
1
v — fla)= 4L .
2?2 +1

I. Etude de f.

1. Former le tableau de variation de f.

2. (a) Résoudre I’équation f(z) = z, d’inconnue = € R.

(b) Résoudre l'inéquation f(z) < x, d’inconnue x € R.

3. Tracer la courbe représentative (C') de f dans un repére orthonormé d’unité 5cm, et préciser
la position relative de (C') et de la premiére bissectrice (on ne cherchera pas d’éventuels points
d’inflexion).

Correction détaillée

Avant de commencer : domaine de définition

Pour tout réel x, on a
22 +1>1>0.

Ainsi v22 + 1 existe et n’est jamais nul. La fonction f est donc définie sur tout R.

Idée générale

Pour construire la courbe de f, nous allons successivement déterminer ses limites, le signe de sa
dérivée, ses variations, quelques points remarquables et enfin sa position par rapport a la droite
Y=z

1. Tableau de variation de f
On écrit
fla) = (z+ 1)@+ 1) - 1.

La dérivée de (z + 1) est 1 et

% ((x2 + 1)*1/2) = —%(mQ +1)732 22 = —x(a® +1)7%2,

Par la formule de dérivation d’un produit,

fl@) = (@2 + 1)V + (2 + 1) [~2(2? + 1)/
1 z(z+1)

V1 (@24 132

1
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Mettons au méme dénominateur :
24+ 1—x2(x+1)
(22 + 1)3/2

?+1-2%2 -2
(22 4+ 1)3/2

() =

1—=x
(22 + 1)3/2 :

3/2

Le dénominateur (2% + 1)3/2 est strictement positif pour tout z. Le signe de f’(z) est donc exactement

celuidel —z:
f(z) >0, =<1,

F)=0, =1,
fl(x) <0, =>1.

Donc f est strictement croissante sur | — oo, 1] puis strictement décroissante sur [1, +o00].

Calcul des limites aux deux infinis

Le point délicat est le signe de x lorsqu’on extrait z2 de la racine :
5 1
Va? +1=z[\/1+ —.
x
Lorsque x — +o0. Alors |z| = z, donc

r+1 _$(1+%> 1+

Va1 p ied ie L

Comme 1 —>Oet 5> — 0,
r+1

2 +1

Par conséquent,

lim_f(x) =

T—+00

La droite y = 0 est donc une asymptote horizontale a droite.

Lorsque z — —oo. Alors |z| = —z, donc

HM—‘

z+1 x@ )

J‘T‘_ﬂﬁiz
,/1+gg2

Ainsi,
A7) = 2]
La droite y = —2 est donc une asymptote horizontale a gauche.

2
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Valeur au sommet des variations

Au point z = 1,

1+1
1) = — —
TW= "
2
=—-1
V2
=v2-1|
On peut maintenant dresser le tableau de variation :
T —00 1 +00
f(z) + 0 -
fl@) | =2 2 vV2-1 N\, 0

Réponse a la question 1

La fonction f est strictement croissante sur | — oo, 1], atteint son maximum V2 —1enz =1, puis
est strictement décroissante sur [1, +oo[. De plus,

lim f(z) = -2, lim f(z)=0.

T——00 Tr—+00

3
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2(a). Résolution de I’équation f(z) ==z

Nous devons résoudre

Ajoutons 1 aux deux membres :

On rameéne tout du méme coté en factorisant x + 1 :

r+1

vr2+1 B

Y S —

Un produit est nul si et seulement si I'un de ses facteurs est nul.

(xr+1)=0,

Premier cas :
r+1=0 — r=—1|

Deuxiéme cas :

Alors

=1 = V2?tl=1
2 +1

Les deux membres sont positifs, donc nous pouvons élever au carré :
P?+l1=1 = 2°=0 = [z=0]

Les deux valeurs conviennent bien :

Réponse a la question 2(a)

‘f(x):x — :ce{—l,O}.‘

La courbe (C') coupe donc la premiere bissectrice y = x aux points (—1,—1) et (0, 0).

2(b). Résolution de l’inéquation f(z) <z

Partons de i1
T = 1-—
Comme —1 —x = —(x + 1),
r+1
T = —(x+1
(@) @+

4
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Ainsi,

f@) - o= (a1 (

1

1)
+1

T2

Etudions le deuxiéme facteur. Puisque z2 +1 > 1,

vrz+1>1.

En prenant les inverses de deux nombres strictement positifs, le sens de I'inégalité s’inverse :

LY
2 +1
Donc 1
——1<0,
2?2 +1
et ’égalité a lieu seulement lorsque = = 0.
Le premier facteur x + 1 est négatif si x < —1, nul si x = —1, positif si z > —1.
Nous obtenons le tableau de signes suivant :
x —oo —1 +o0
r+1 - + + +
1
1| = - - 0 -
2?2 +1
flz)—=x + - 0 -

Or

f@) <2 = f@) -2 <0.

Nous lisons donc dans le tableau :

x € [—1,+o0[|

Lecture géométrique

\

Lorsque f(z) > x, la courbe (C) est au-dessus de la droite y = x. Lorsque f(z) < x, elle est
au-dessous. Les égalités correspondent aux points d’intersection.

J

Réponse a la question 2(b)

‘f(a:) <z <= z€[-1,+00[.

r

Ainsi (C) est au-dessus de la premiére bissectrice pour x < —1, la rencontre en x = —1, puis reste
au-dessous pour x > —1, sauf qu’elle la touche de nouveau en x = 0.

5
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3. Tracé de la courbe et position relative avec la premiere bissectrice

Pour réaliser un tracé précis, rassemblons toutes les informations obtenues.

a) Asymptotes horizontales

Nous avons montré que

lim f(z) = -2,
T—r—00
donc y = —2 est une asymptote horizontale a gauche, et que
li =
oo 1) =0,

donc y = 0 est une asymptote horizontale a droite.

b) Points remarquables

Nous connaissons :

f-D =1, f0)=0, f)=v2-1

Ainsi la courbe passe par

A(-1,-1),  0(0,0),  M(1,vV/2-1).

Le point M est le maximum de la courbe puisque f’ change de signe de + vers — en z = 1.

c) Une information utile au point O

Calculons la dérivée en O : 1—0

f/(o)zmzl

La tangente a (C') au point O(0,0) a donc pour pente 1 et pour équation
y =

Cela explique pourquoi la courbe touche la premieére bissectrice en O sans la traverser : de part et d’autre
de 0 (tout en restant > —1), nous avons f(z) < .

d) Position relative avec y =«

D’apres la question 2(b) :

flx) >z, z<-—1,
flx)=2, z=—-1oux=0,
flz)<z, x=>-1, z#0.

Donc :

— sur | — oo, —1[, (C) est au-dessus de y = z;
— en A(—1,-1), (C) coupe la droite y = z;
— sur | — 1,0[, (C) est au-dessous de y = z;
— en 0(0,0), (C) touche la droite y = z;

— sur |0, +oo[, (C) reste au-dessous de y = z.

6
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2ty
—(C): y=flx)
—_— y =X
- y — 72
1 - y=0
M
5 -4 -3 -2 -1 Jlo1 2 3 4 5
A RN
______________________________ o
—3 1/
Bilan de I’étude
La courbe (C) part, lorsque = devient tres négatif, au voisinage de 'asymptote y = —2. Elle croit,

coupe la premiére bissectrice en A(—1,—1), passe par O(0,0) ou elle est tangente & y = z, puis
atteint son maximum

M(1,v2 - 1).

Ensuite elle décroit et se rapproche de I'axe des abscisses y = 0 lorsque x — +00.

Résumé a retenir

1—2z
s e 2 ! _
Dérivée f (I) = m
Variations croissante sur | — 0o, 1], décroissante sur [1, +oo[
Maximum fy=v2-1
Limite a gauche lim f(z)=-2
T——00
Limite a droite lim f(z)=0
r—r+00
Solutions de f(z) == ‘x:—l oux:()‘
Solutions de f(z) <=z x € [—1,+00]

Points communs avec y =x (—1,—1) et (0,0)

7
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II. Etude d’une suite récurrente

Enoncé

On considere la fonction

et la suite (u,)nen définie par

ug € R et Unt1 = f(u,) pour tout n € N.

1. Que dire de (uy)npen i ug = —1ouuy =07
2. On suppose ici ug < —1.
(a) Montrer que, pour tout n € N, u,, < —1.
(b) En déduire que (u,)nen est croissante.
(¢) Montrer que (uy,)nen converge vers un réel que 'on déterminera.
3. On suppose ici —1 < ug < 0. Montrer que (u,),en converge et déterminer sa limite.

4. On suppose ici ug > 0. Sans en donner de démonstration, quel résultat obtiendrait-on
concernant la convergence de (u,),eny dans ce cas?

Rappels utiles sur la fonction f

Dans la premiere partie de ’exercice, on a étudié la fonction

r+1
= — — 1.
flo) = o=

Nous aurons surtout besoin de comparer f(x) a x, et de savoir ou se trouve f(z) selon la position
de z.

Les deux points fixes de f sont les solutions de f(x) =z :

\:1::—1 ou a::().\

Nous utiliserons également les comparaisons suivantes :

r<—1 = —1> f(z) >z,
—l<zx<0 = -1< f(x)<x <0,
x>0 — 0< f(z) < x.

Ces trois lignes seront justifiées au fur et a mesure afin que la correction reste autonome.

1
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1. Cas up=—1 ou ug =0

Premier cas : uyg = —1

Calculons u; :

Or

Ainsi
Uy = -1 = Ug.

Puis, si un terme vaut —1, le terme suivant vaut encore

f(=1) = —1.

Donc tous les termes sont égaux a —1 :

‘un = —1 pour tout n € N.

La suite est donc constante, et en particulier convergente vers —1.

Deuxieme cas : ug =0

De méme,
0+1
))=——=—-1=1-1=0.
J0) 02+1
Donc

‘un =0 pour tout n € N.

La suite est constante et converge vers 0.

Les nombres —1 et 0 sont des points fixes de f. Si la suite commence sur 'un de ces deux
nombres, elle y reste pour toujours.

2. Cas yy < —1

2(a). Montrer que u, < —1 pour tout n

Nous allons utiliser un raisonnement par récurrence.

Initialisation. Par hypothese,
ug < —1.

La propriété est donc vraie au rang 0.

Hérédité. Supposons, pour un certain n € N, que

U, < —1.

2
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Alors

De plus,

Par conséquent,

Mais

U, + 1 <0.

Vui+1>0.

U, + 1

VuZ +1

< 0.

Uy + 1

Ups1 = fuy) = ——— — 1.
’ Vuz +1

En retranchant 1 a un nombre négatif, on obtient un nombre strictement inférieur a —1 :

Un+1 < —1.

La propriété est donc héréditaire.

Par récurrence,

Idée a retenir

"v’n eN, wu,<-—1.

L’intervalle | — oo, —1[ est ici stable par f : dés qu'un terme de la suite appartient a cet

intervalle, tous les termes suivants y restent.

2(b). Montrer que (u,) est croissante

Nous savons maintenant que, pour tout n,

Il suffit donc de montrer que

Partons de

Comme

on peut factoriser par x + 1 :

Pour z < —1:

Et puisque 22 > 1, on a

+212664701592

U, < —1.

flx) >z lorsque x < —1.
r+1

r)—x = —1-x
f@) 241

r+1<0.
241>2>1,

3
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donc .
2?+1>1 = ———-1<0.
x2+1
Nous avons donc le produit de deux nombres négatifs :
(x+1) ! 1]>0
x —_— .
x?2+1
Ainsi
flx)—2z>0,

c’est-a-dire

f(z) >z pour x < —1.

En prenant x = u,, puisque u,, < —1, on obtient

Unt1 = [(Un) > Up.

Donc

(uy,) est strictement croissante.

4
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2(c). Convergence et limite
Nous avons démontré deux propriétés :

Ainsi, (u,) est croissante et majorée par —1.
D’apres le théoreme de convergence monotone, (u,) converge. Notons sa limite L :
lim w, = L.
n——+oo

Comme u,, < —1 pour tout n, on a nécessairement

L < -—1.

La fonction f est continue sur R. Puisque
Unt1 = f(un),
en passant a la limite dans cette relation, on obtient
L= f(L).

La limite doit donc étre un point fixe de f.

Or les seules solutions de f(z) = z sont
-1 et 0.
Mais nous savons déja que L < —1. La valeur 0 est donc impossible.

Par conséquent,

Ainsi,

Si ug < —1, alors la suite reste toujours strictement inférieure a —1, elle est croissante et
elle se rapproche de —1 :

‘UO<U1<U/2<"'<—1 et wu, — —1.

3. Cas -1 <uy<0

L’objectif est de montrer que la suite reste dans I'intervalle | — 1,0, qu’elle est monotone, puis
d’utiliser le théoreme de convergence monotone.

b}
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Etape 1 : stabilité de I’intervalle | — 1, 0]

Soit x tel que
-1 <x<0.

Montrons d’abord que f(z) > —1. Comme z > —1, on a

r+1>0.
Et comme 22+ 1 > 0,
r+1
——— > 0.
2 +1
Donc 41
x
)= ——1> —1.
i@ 2?2 +1

Montrons maintenant que f(z) < 0. Il suffit de vérifier que

z+1

< 1.
2 +1

Les deux membres sont positifs, donc nous pouvons comparer leurs carrés :

(r+1)*<a?+1

équivaut a
4241 <a?+1,
donc a
2x < 0,
ce qui est vrai puisque x < 0.
Ainsi
-1 < f(x) <0.

Donc l'intervalle | — 1, 0] est stable par f.

Comme —1 < ug < 0, une récurrence immédiate donne

"v’nEN, —-1<u, <0.

Etape 2 : sens de variation

Pour —1 < x < 0, reprenons

f(x)—x:(x—f—l)(l—l).

2+ 1

Dans cet intervalle,

r+1>0.
De plus, « # 0, donc 22 > 0, d’ott
1
2?+1>1 = —-1<0.
2+ 1
Le produit est donc négatif :
f(z) —z <O.

6
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Ainsi
flz) < x.

En prenant x = u,,
Upt+1 < Up,.

Donc

(uy) est strictement décroissante.

Etape 3 : convergence

La suite est décroissante et, puisque u,, > —1, elle est minorée par —1. Elle est donc convergente.

Notons L sa limite. Puisque u,, < 0 pour tout n et que la suite est décroissante,
L <wug<O.

Ainsi L ne peut pas étre égal a 0.

Comme précédemment, la continuité de f et la relation u,1 = f(u,) donnent

L= f(L).

Les seuls points fixes étant —1 et 0, et 0 étant impossible, il reste

Donc

lim u, = —1.
n—-4o0o

Si—1 < wug <0, alors

—1<Un+1<un<0

pour tout n, et la suite décroit vers —1.

7
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4. Cas ug >0

L’énoncé demande ici seulement le résultat. On obtient :

si up > 0, alors (u,) converge vers 0.

Pour comprendre ce résultat, observons brievement ce qui se passe. Si x > 0, alors
r+1>vVaZ+1,
car, les deux membres étant positifs,

(x+1)2— (2 +1) =22 >0.

Donc
r+1
— > 1,
2 4+ 1
et ainsi
f(z) > 0.

D’autre part,

F@) -2 = (@ +1) (ﬁ—l) <0,

carz+1>0et1/vV22+1—-1<0.

Ainsi, pour z > 0,
0< f(z) <.

Cela conduit a
0 < Upi1 < Up.

La suite est donc positive et décroissante ; sa limite ne peut étre qu'un point fixe non négatif de f,
donc 0.

Bilan complet selon la valeur de uy

Valeur de ug Comportement de (u,) Limite
up < —1 croissante, toujours < —1 —1
ug = —1 constante : u, = —1 -1

1 <up <0 décroissante, toujours dans 1
] - 17 O[

ug =0 constante : u, =0 0

ug > 0 décroissante, toujours > 0 0

Point important

Le point clé d’une suite définie par u,,1 = f(u,) est souvent le suivant :

— trouver un intervalle dans lequel la suite reste enfermée ;

— comparer f(z) a x sur cet intervalle pour déterminer le sens de variation ;
— appliquer le théoreme de convergence monotone ;

— enfin, si la suite converge vers L, utiliser la continuité de f pour écrire L = f(L).
S J

8
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Maths IIT HEC/ESCP 2002 — Parties A et B du probléme

Enoncé et correction détaillée

Enoncé

Pour toutes suites numériques u = (up)nen €t v = (Vp)nen, on définit la suite u X v = w par :

n
Vn € N, Wy, = Z UpVp—k -
k=0

Partie A : Exemples

1. Premiers exemples
Pour tout entier naturel n, calculer w,, en fonction de n, dans chacun des cas suivants :

(a) pour tout entier naturel n, u, = 2 et v, = 3;

(b) pour tout entier naturel n, u, = 2" et v, = 3".
2. Programmation
Dans cette question, les suites u et v sont définies par :

1

Vn € N, up, = In(n + 1) et Un =

FEcrire un programme en Turbo-Pascal qui demande a 1'utilisateur une valeur de I’entier naturel n, qui
calcule et affiche les valeurs wg, w1, ..., wy.

3. Un résultat de convergence

Dans cette question, la suite u est définie par :

1 n
Vn € N, un—<2) ,

et v est une suite de réels positifs, décroissante & partir du rang 1 et de limite nulle.

(a) Etablir, pour tout couple d’entiers naturels (n,m) vérifiant n < m, inégalité :

m
Z Uk < Up.

k=n+1
(b) Soit m un entier strictement supérieur & 1. Prouver les inégalités :
Wap < VoU2n + 2Un + V1Un

et
Won4+1 < VoUn 41 + 2Ung1 + V1Uy,.

(c) En déduire que les deux suites (wan )nen €t (wan+1)nen convergent vers 0 ainsi que la suite (wp,)nen.

1 n
Vn € N, u, = (—> .

(d) Soit ' la suite définie par :

2

A T’aide de la question précédente, montrer que la suite v’ x v est convergente et de limite nulle.

1
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Partie B : Application a I’étude d’un ensemble de suites

Dans cette partie, A désigne I’ensemble des suites a = (a,)nen de réels positifs vérifiant :
. 1
Vn € N7, an4+1 < §<an + an—1)~

1. Montrer que toute suite décroissante de réels positifs est élément de A et qu’'une suite strictement
croissante ne peut appartenir & A.

2. Soit z = (25, )nen une suite réelle vérifiant :
N 1
Vn € N*, Zn41 :§(Zn+zn_1).

(a) Montrer qu’il existe deux constantes réelles « et [ telles que 'on a :
1 n
Vn € N, zn—a+6<—2> )

(b) En déduire qu'’il existe des suites appartenant & A et non monotones.

3. Soit @ = (ap)nen un élément de A et b la suite définie par :

1 n

On définit alors la suite ¢ par :

1
co = ag et VneN*, ¢,=a,+ Jan-1-

(a) Montrer que la suite ¢ est décroissante a partir du rang 1 et qu’elle converge vers un nombre ¢ que
I’on ne cherchera pas a calculer.

(b) Pour tout entier naturel n, établir I’égalité :
()

—= | Cn—i = an.
im0 2

Que peut-on en déduire pour les suites b X c et a?
(c) Soit € la suite définie par :
Vn € N, en =c¢p — £,

et d la suite b x . En utilisant le résultat de la question 3 de la partie A, montrer que la suite d
converge vers 0.

(d) Pour tout entier naturel n, établir ’égalité :

9 1 n+1
a2 ()7,

En déduire que la suite a converge et préciser sa limite.

2
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Correction détaillée

Préliminaire : comprendre le produit u x v

Par définition,
n
Wy = Z UkVp—f-
k=0

Cela signifie qu’on associe les termes de u et de v dont les indices ont pour somme 7 :

Wy, = UQUp + ULVUp—1 F +++ + Up—1V1 + UnVp.

Par exemple,
wo = UV, w1 = UgV1 + U1V, W = UgU2 + U1V + U2Vg.

Idée clé

Dans presque toutes les questions, la premiere étape consiste a écrire cette somme puis a la découper
de fagon intelligente.

Partie A : Exemples

1. Premiers exemples
(a) Cas u, =2 et v, =3

Pour tout k,
up = 2 et Vp—k = 3.

Donc chaque produit vaut
UpVn—k = 2 X 3 =06.

Ainsi,

Il y a exactement n + 1 termes dans cette somme, car k prend les valeurs
0,1,2,...,n.

Par conséquent,

‘wn:6(n+1).‘

(b) Cas u,, =2" et v, = 3"
On part de la définition :
n
Wy, = Z URUp_k-
k=0

Donc n
wy =y 283" 7F,
k=0

Factorisons 3™ :
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Ainsi,

k=0
La somme est géométrique de raison % On utilise
9 1— qn+1

Lta+ g+t gt = (a#1)

Donc "
n
nosoNk 11— (%) n+1
@ -5

k=0 1—3

Par suite,

2. Programmation

Ici,

1
U = 1H(k + ].) et 'Uj_k = ]—T—{—l

Pour calculer wj, il faut donc calculer

J
w; — Z l.n(k'k—i— 1).
imod —k+1
Le programme doit faire ceci :

1. demander a l'utilisateur n;
2. pour chaque j allant de 0 & n, initialiser w a 0;
3. additionner les termes correspondant a k =0,1,...,5;
4. afficher wj.

Listing 1 — Programme Turbo-Pascal

program ProduitSuites;
uses crt;

var
n, j, k : integer;
W : real;

begin
clrscr;
write(’Donner un entier naturel n : ’);
readln(n);

for j := 0 to n do

4
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begin
w := 0;

for k := 0 to j do
w:=w+1lntk + 1) / (j -k +1);

writeln(C’w[’, j, ’] =, w:0:8);
end;

readln;
end.

Point important

Le compteur extérieur j indique le terme w; que I'on veut calculer. Le compteur intérieur k parcourt
ensuite tous les termes de la somme qui définit w;.

3. Un résultat de convergence

On a désormais
(1 " 1
La suite (vy,) est positive, décroissante a partir du rang 1 et

lim v, =0.
n—-+0o0o

(a) Majoration d’une somme de termes de (uy)

Soient n,m € N avec n < m.

On doit montrer

m
Z Uk < Up.

k=n+1

Comme uy, = 2%,

m m 1 k

> ow= > (3)

k=n+1 k=n+1

Il s’agit d’'une somme géométrique. Factorisons u,4+1 = 2~ (n+1) .
Ui 1 1 1 1
Z uk—w 1+§+§+"'+W .
k=n+1

La somme entre parenthéses est strictement inférieure a la somme géométrique infinie

1 1 1
1+—+=4+---= = 2.
+2+22+ 1_%
Donc
- up < 1 2 ! U
E kS ond1 4= op = Un-
k=n+1 2" 2"

On peut aussi le vérifier exactement :

Ui 1 1 1
Z Uk = 2_n 1= om—n < 2_n
k=n+1

5
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k=n+1

(b) Majoration de ws, et wa, i1

C’est la partie la plus technique. L’idée est de découper la somme en plusieurs morceaux afin d’utiliser :
— la décroissance de (vy,);
— la positivité;
— le résultat de la question (a).

1. Majoration de ws,. Par définition,

2n
Wan = 3 Uhtan .
k=0
Découpons en trois morceaux :
n 2n—1
Wap = Z UpV2n—k + Z UkV2n—k + U2nV0-
k=0 k=n+1
Premier morceau : 0 < k <n.
Dans ce cas,
2n — k > n.
Comme (vy,) est décroissante & partir du rang 1,
Von—k < Un.
Donc
n n
> upton—g < vn Y U
k=0 k=0
Or
“ 1 1
k=0
Ainsi,

n
Z UpVop—k < 20p.
k=0

Deuxiéme morceau : n+1 < k <2n — 1.

Ici,
1<2n—-k<n-1.

La suite (vy,) étant décroissante a partir de 1,

Von—k < V1.
Donc
2n—1 2n—1
Z URVon—f < U1 Z Uk
k=n+1 k=n+1
6
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D’apres la question (a), avec m = 2n — 1,

2n—1

Z Uk < Up.

k=n+1

Ainsi,

2n—1

Z UkVop—k < V1ln.
k=n+1

En additionnant les trois morceaux,

Wap, < Vol + 2Un + V1Uy,.

2. Majoration de wy, 1. On écrit

2n+1
W2n+1 = Z URV2n+1—k-
k=0
Découpons :
n 2n
Waon+1 = Z UgV2n41—k + Z URV2n+1—k T U2n+1700-
k=0 k=n+1

Pour 0 < k <n,
2n+1—-k>n+1,

donc
Vont+1—k < Upyi.

Par conséquent,

n n
Z URV2n41—k < Untl Z up < 20p541.
k=0 k=0

Pour n+1 <k < 2n,
1<2n+1—-k <n,

donc
Von+1—k < U1
Ainsi,
2n 2n
> ukvonii—k <V Y U
D’apres (a),
2n
Z Uk < Up.
k=n+1
Donc

Wan+1 < VoU2n+1 + 2Up41 + V1Up.

7
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(c) Convergence de (w,,) vers 0
Tous les termes sont positifs, donc
0 < wan < vouzn + 20, + V1Uy.

Or
Uy — 0, v, — 0, U, — 0.

Les nombres vy et v; sont fixes. Ainsi,
VoU2y + 2v, + viu, — 0.

Par encadrement,

De méme,
0 < waont1 < vou2ps1 + 20p41 + V1Uy,

et le membre de droite tend vers 0. Donc

wapt1 — 0.

I1 reste a conclure pour toute la suite (wy,).

Idée clé

Tout entier naturel est soit pair, soit impair. Si les termes d’indice pair et les termes d’indice impair
tendent vers la méme limite, alors la suite entiere tend vers cette limite.

Ici, les deux limites valent 0. Donc

(d) Cas u), = (—%)”
Posons
y=1u xwv.
Alors
n
Yn = D UpUn—-
k=0

Prenons la valeur absolue :

n
[ynl < D luflvnr,
k=0

|- -

n
‘yn’ < Z UkUn—k = Wnp.
k=0

car v,_i > 0.

Or

Donc

Comme w,, — 0,
0 < |yn| <wp — 0.

Par encadrement,
yn| — 0,

8
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Wi edroc ap

/ot nn
crovl.cCom

“

donc

La suite «’ X v converge vers 0.

9
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Partie B : Application a I’étude d’un ensemble de suites

On rappelle que A est 'ensemble des suites positives (a,,) telles que

ap + ap—1

n > ]-a An+1 < 2

1. Suites décroissantes et suites strictement croissantes
Toute suite décroissante positive appartient a A

Supposons (a,) décroissante et positive.

Pour n > 1,
On+1 < Gn et Gn < Qp—1.

La deuxieme inégalité donne
ap + ap < ap + ap-1.

En divisant par 2,

ap + Ap—1
a, < %
Comme a1 < ay, on obtient
anp, + an—1
ap4+1 < -5
Donc
(an) € A.

Une suite strictement croissante ne peut pas appartenir a A
Supposons maintenant (a,) strictement croissante. Alors, pour n > 1,
Ap—1 < Ap, < Ap41-

Comme a,_1 < a,
an—1 +ap < 2CLn,

donc
an + an—1
2 n
Mais a,, < apy1, donc
Qp + Gp—1
2 < ap+1

C’est exactement le contraire de la condition exigée pour appartenir a A.

Toute suite décroissante positive appartient & A, tandis qu’une suite strictement croissante ne peut
pas appartenir a A.

2. Etude de la relation z,.; = %(zn + 2p1)
(a) Forme générale de z,

On veut montrer qu’il existe a, 8 € R tels que

m=a+p(-3)

10
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Nous allons donner une démonstration par récurrence, qui ne nécessite pas de méthode supplémentaire.

Cherchons d’abord « et S pour que la formule soit vraie aux rangs 0 et 1.

Pour n=0:
zo=a+f.
Pour n=1": 1
zlza—§ﬁ.

On résout donc

{a—{_B:ZOv

1

Oé—iﬁ:ZL

Soustrayons la deuxiéme équation de la premieére :

3
5/6:'20_217
d’ou
B=2(0—2)
= —(20 — 21).
30— 2
Puis
a:zo—ﬁ:zo—g(zo—zl):
Ainsi
20+ 27

3

Vérification par récurrence. Supposons que, pour un certain n > 1,

Zn :oz—i-ﬁ(—;)n

Zn1=a+pf <_1>n1 .

et

Alors
1

2

Zn+1 = *(zn + znfl)

2

2

Factorisons B(—1)"! :

Donc

car

e

La formule est donc vraie pour tout n.

2a+,8<—;)n+[3<

(-

—20 + =21

3

3
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(b) Existence de suites de A non monotones

Prenons par exemple

Cette suite vérifie I’égalité
1
Zn+l = i(zn + Zn—l)a
donc elle vérifie a fortiori I'inégalité qui définit A.

De plus, ses termes sont positifs. En effet,

1 n
—= <1
(=)=t
donc
zn > 1> 0.
Calculons quelques termes :
S N R |
20 = 9, 1= 5 2= 2 =g

On voit que
20 > 21 < 29 > Zz3.

La suite n’est donc ni croissante ni décroissante.

Il existe bien des suites appartenant a A qui ne sont pas monotones.

3. Etude d’une suite quelconque a € A

On pose

et

co = ao, Cp = Qy, + 5an-1 (n>1).

(a) La suite (c¢,) est décroissante et convergente

Pour n > 1,
Cn+l = Ap41 + §an-
Comme a € A,

1
Gnt1 < i(an + alnfl)-

Donc
1 1
Cny1 < 5(% +an—1) + 3n
1
=ap+ ian—l
=cp.
Ainsi

i1 < ¢ (n> 1)‘

12
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La suite (¢,) est donc décroissante & partir du rang 1.

D’autre part, tous les a, sont positifs, donc
Cp = Qp + §an_1 > 0.

La suite (¢,,) est donc minorée par 0.

Une suite décroissante et minorée est convergente. Il existe donc un réel £ > 0 tel que

(b) Calcul du produit b x ¢

On veut montrer

n 1 k
Z (—5) Cn—k = Qp.

k=0

Pour comprendre les annulations, il est plus pratique de changer 'indice et d’écrire
n
(b X C)n = Z bn_jCj.
=0

On sépare le terme j =0 :

° 1
(b X C)n = byag + Z bn_j (aj + §aj_1) .
j=1
Donc
n 1 n
(b X C)n = bpag + Z bn_jaj + 5 an_jaj_l.
J=1 J=1
Dans la derniére somme, posons r = j — 1. Alors

n 1 n—1
> bpjaj_1 = 3 > buo1-ran.
j=1 r=0

N =

Or la suite b vérifie
1
bq+1 - _ibq
Ainsi, pour 0 <r <n-—1,
1
bp—r + ibn—l—r =0.
Tous les coefficients de ag, a1, ...,a,_1 s’annulent donc deux a deux.
Il ne reste que le terme correspondant a a,,, provenant de j =n :
boan, = an.

D’ou

(bxc)p = anp.

Autrement dit,
bxc=a.

Méthode

Le rdle tres particulier du nombre —% vient de 'identité
1
bg+1 + qu =0,

qui provoque toutes les annulations.

13
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(c) Convergence de d =b x ¢

On définit

En = ¢y — 1.

Puisque (c¢,) est décroissante et converge vers ¢, on a pour tout n suffisamment grand, et méme ici pour

tout n > 1,

Donc

De plus, (g,,) est décroissante, car (c,) l'est, et

En=cp—¥€—0.

Nous sommes donc exactement dans la situation étudiée a la question A.3(d) :

1yn .
— bn — (_§)n :
— (en) est positive;
— elle est décroissante;

— elle tend vers 0.

Le résultat déja démontré donne alors

dn = (bx &)y = 0]

(d) Expression de d,, et limite de (a,)

Par définition,

dn = (b X 5)71 = Z bkgn—kr
k=0

En—k = Cn—k — L.
Donc .
dp = Z bk(cnfk - ﬂ)
k=0

n n
= Z bkcn,k —/ Z bk.
k=0 k=0
D’apres la question (b),
n
Z bkcn_k = Qp.
k=0

Par ailleurs,

2 .

Ainsi,

14
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Maintenant, faisons tendre n vers 4o0.

Nous savons que

D’autre part,
donc
A partir de Dégalité

on obtient donc

Conclusion

Toute suite a € A converge, et sa limite vaut

. 2
g = s

ou £ est la limite de la suite ¢ définie par

1
Cn = Qyp + g0n-1 (n>1).

15
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Synthese des idées a retenir

1. Pour calculer un produit de suites défini par

n
Wn = Z UkUn—k,
k=0

il faut souvent écrire explicitement quelques termes puis chercher une somme géométrique ou un
découpage utile.
2. Pour majorer une telle somme, on peut la partager en plusieurs blocs et utiliser la monotonie de I'une

des suites sur chaque bloc.
3. Si les sous-suites d’indices pairs et impairs ont la méme limite, alors la suite entiere a cette limite.
4. La valeur absolue permet de transformer le produit avec (—%)" en un produit avec (%)", déja étudié.
5. Pour une suite définie par une inégalité a trois termes, introduire une nouvelle suite bien choisie peut

faire apparaitre une monotonie cachée. Ici,

Cp = Qp + §an71

est précisément le bon choix.
6. Enfin, I’égalité b X ¢ = a repose sur des annulations dues a

1
bn+1 — —ibn

C’est cette structure qui permet de ramener la convergence de a a celle de c.

16
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