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Exercices sur les suites implicites

[ Exercice 1 )

On consideére la fonction f définie sur R par
flz) =23 +22 1.
1) a) Montrer que f est bijective de R* vers un intervalle J que l'on déterminera.
b) Déduire que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « et o < 1.

2) Soit n» un entier naturel non nul.

a) Montrer que 1’équation

admet une et une seule solution V,.

b) Montrer que
(Vn € N¥) a<V,<l1.

c) Etudier la monotonie de (V},),.

[ Exercice 2 )

Soit m un entier naturel non nul.

On considere la fonction f, définie sur R™ par
fn(z) = 2% + 2% + nx — 2.
1) Montrer que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution x,, et que

0<x, <1.

2) Vérifier que
fn"rl(‘rn) = xnv

puis déduire que (), est décroissante.
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Exercice 3

Soit n un entier naturel non nul.

On considére la fonction Fj, définie sur R™ par
Fu(z) =22% — 2% +2(n + 1)z — 1.

1) Montrer que
(Fa, €]0,1]) F,(a,) =0.

2) Etudier le signe de
Foi1(z) — Fo(x).

3) Etudier la monotonie de (ay)y.

4) Montrer que

Vn € N* n < .
(vn € N°) a_n+1

Exercice 4

Soient n un entier de N* et f,, la fonction définie sur Rt par :
x
fo(z) = arctan() + 2z — 1.
n

1) Etudier le sens de variation de la fonction f,,.

2) Montrer que I’équation fy,(z) = 0 admet une unique solution b,, et

N | —

b, <

3) Etudier le signe de
fre1(z) = ful),

puis déduire la monotonie de (by,)s,.

2
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Exercice 1 — Bijection et suite (1)

Enoncé

On considere la fonction f définie sur R™ par
f(z) = 2% 42z — 1.

1. (a) Montrer que f est bijective de R vers un intervalle J que I'on déterminera.
(b) En déduire que ’équation f(x) = 0 admet une unique solution « et que a < 1.

2. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Montrer que 1’équation

1
n

fz) =

admet une et une seule solution V,.

(b) Montrer que
Vn € N*¥, a<V,<l.

(¢) Etudier la monotonie de la suite (V;,).

Correction détaillée

1.a. Bijection de f et détermination de J

La fonction
flx) =2 +22 -1

est une fonction polynomiale. Elle est donc continue sur R, et en particulier sur

R* = [0, +o0].

Calculons sa dérivée :

Pour tout z € [0, +o0[, on a

Donc
322 >0

et, en ajoutant 2,
302 +2>2>0.

Ainsi,

f'(z) >0 pour tout z > 0.

Par conséquent, f est strictement croissante sur [0, +oc[. Elle est donc injective sur cet intervalle.
Déterminons maintenant son image.
On a

fO)=034+2x0-1=—1.

D’autre part,
lim f(z) = lim (2422 —1) = +oo.

T—-+00 r—r-+00

1
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Puisque f est continue et strictement croissante sur [0, +00[, elle prend une fois et une seule toutes les
valeurs comprises entre —1 et 4o0.

Donc
f([0> +OOD = [_17 +OO[.
Ainsi,
‘J =[-1, +oo[‘
et

‘f : [0, +00]—> [—1, +0o0] est bijective.

1.b. Existence et unicité de «

Nous cherchons les solutions de

f(z)=0.

Or
0 € [-1,+o0[=J.

Comme f est bijective de [0, 400 vers J, toute valeur de J posseéde un unique antécédent.

Il existe donc un unique
a € [0, +oo|

tel que
f(a) =0.

Montrons maintenant que a < 1.

Calculons
fy=1>4+2x1-1=2.

Nous avons donc

fla)=0<2=f(1).
Puisque f est strictement croissante,

fla)< f(1) = a<l.

Ainsi,

L’équation f(z) = 0 posséde une unique solution a.

2.a. Existence et unicité de V,,

Soit
n € N,
Comme n est un entier naturel non nul,
n > 1.
2
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Donc
—>0.

3

Par conséquent,

1
— € [-1,4o00[=J.
n

Or f est bijective de [0, +oo[ vers J. La valeur = posséde donc un unique antécédent dans [0, +oo].

Nous notons cet antécédent V,.

Ainsi,
1
Vo) =—.
) =
Donc
Pour tout n € N*, I’équation
1
f(=z) = n
admet une et une seule solution V,, € Rt.
2.b. Encadrement de V,,
Nous allons montrer séparément les deux inégalités.
Premieére inégalité : o <V,
Nous savons que
fla) =0
et
V)=~
n) — n‘
Comme n > 1,
1
- >0
n

Donc

f(Va) > f(a).

Puisque f est strictement croissante,

Vo > a.
Ainsi,
a < V.
En particulier,
a<V,.
3
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Deuxiéme inégalité : V,, <1

Puisque n > 1,

1
- <1
n
D’autre part,
f1) =2
Ainsi,
1
fVa) == <1<2=f(1)
Donc

Comme f est strictement croissante,

Ainsi,

En réunissant les deux résultats :

On obtient donc, a fortiori,

( 7\
VneN, a<V,<Ll|

En réalité, les deux inégalités sont strictes :

2.c. Monotonie de la suite (V},)

Pour étudier la monotonie de (V,,), comparons V, 1 et V,,.

Par définition,

1
f(Va) = .
De méme,
f(Vaga) = n—li—l'
Pour tout n € N*,
n+1>n>0.

En prenant les inverses de deux nombres strictement positifs, le sens de I'inégalité s’inverse :

1 1

< —.
n-+1 n

Donc
FWVa1) < f(Va)-

Or f est strictement croissante.

4

f'2 ] 2 6 64 70 ] 5 9 2 coutienccolairelesgenies@gmail.cor EL MDU/’K'V/;CE MDMM



www.allscapschool.com

Par conséquent,
FWVog1) < f(Vi) = Vpp1 < Vi

Ainsi,

(Y eN, Vo < Vo

La suite (V;,) est donc

\ strictement décroissante. \

Bilan

Nous avons démontré que

‘f : [0, +00[— [—1, +00[ est bijective.

L’équation f(z) = 0 posseéde une unique solution « telle que

Pour tout n € N*, I’équation

posséde une unique solution V,, et

Enfin,
Vn+1 <V, R

donc

‘ (V) est strictement décroissante.

5
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Exercice 2 — Etude de f, et de la suite (z,)

Enoncé

Soit n un entier naturel non nul. On considére la fonction f,, définie sur R* par
falz) =2° + 2% + nx — 2.

1. Montrer que I’équation
fa(z) =0

admet une unique solution z,, et que

0<ax, <1.

2. Vérifier que
fn+1(33n) = Tn,

puis en déduire que la suite (x,,), est décroissante.

Correction détaillée

1. Existence, unicité et encadrement de z,
Fixons un entier naturel non nul n. On étudie la fonction
falz) = 2% 4+ 2% + nx — 2

sur Rt = [0, 4o0[.

a) Continuité de f,

La fonction f,, est une fonction polynomiale. Elle est donc continue sur R, et en particulier sur [0, +o0l.

Cette continuité sera utile pour montrer l'existence d’une solution de 1’équation f,(z) = 0.

b) Etude des variations de f,

Calculons la dérivée de f, :
fi(x) =32 + 22 +n.

Pour tout z € R™, on a
x > 0.

Donc
322>0 et 22 > 0.

De plus, puisque n est un entier naturel non nul,

n>1>0.

Par conséquent,
322 4+ 22 +n > 0.

1
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Ainsi,

fi(z) >0 pour tout z € R,

La fonction f, est donc strictement croissante sur RT.

Cette stricte croissance est essentielle : si 'équation f,(z) = 0 posséde une solution dans RT, elle
ne pourra en posséder qu’une seule.

c) Existence d’une solution entre 0 et 1

Calculons d’abord f,(0) :
f2(0) = 0>+ 0 +nx0—-2=-2.

Donc

| f2(0) = —2 <0.

Calculons maintenant f,(1) :
fr()=134+124+nx1-2

Donc
fm)=14+14n-2=n.

Orn > 1, donc

\fn(1)=n>o.\

Nous avons ainsi

fn(0) <0 < fn(1).

La fonction f,, étant continue sur [0, 1], le théoréme des valeurs intermédiaires garantit l'existence d’au
moins un réel z, €0, 1] tel que

fn(xpn) =0.
Mais f,, est strictement croissante sur R*. Elle ne peut donc s’annuler qu’une seule fois.

Ainsi, ’équation f,,(z) = 0 admet une unique solution x,, dans R, et cette solution vérifie

( R
Pour tout n € N*, ’équation
fa(z) =0

admet une unique solution x,, € R, et

2. Calcul de f,,1(x,) et monotonie de (z,)
a) Vérification de f,11(z,) = z,

Par définition,
for1(x) = 2% + 2% + (n+ 1)z — 2.

Nous voulons calculer f,,11(zy). On remplace donc x par x,, :

frr1(zn) = $§L + l‘% + (n+ 1)z, —2.

2
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Développons le terme (n + 1), :
(n+ 1)x, = nx, + x,.
Ainsi,

frr1(zy) = a3 + 22 4+ nxy + 2, — 2.

Regroupons les quatre termes
23 + 22 4 nx, — 2.

On obtient
froi1(n) = (23 + 22 4+ nay — 2) + oy

Or z, est, par définition, la solution de 1’équation f,(x) = 0. Donc

frn(xpn) =0.

Mais
fnlzn) = :1:‘:)I + :Ui + nx, — 2.

Par conséquent,
l‘i-i—l‘%—i—n:l?n—Q:O.

En remplacant dans I'expression précédente :

fn—l—l(xn) =0+ zp.

Finalement,

‘fn+1($n) = Tn. ‘

b) Comparaison de z,;; et x,

Par définition de 2,41, Tn4+1 est 'unique solution positive de

frv1(z) = 0.

Alinsi,

‘ frt1(Tn41) = 0. ‘

D’autre part, nous venons de montrer que
fn+1(xn) = Tn.

Or, d’apres la premiere question,
x, > 0.

Donc
fn+1($n) = Tn > O

Ainsi,
frt1(@ns1) =0 < fryi(zp).

Etudions maintenant le sens de variation de f,41. Sa dérivée est

fhi(2) =322 + 2z + (n + 1).

Pour tout z > 0,
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et
n+1>0.

Donc
f1/1+1(x) > 0.

Ainsi, f,,11 est strictement croissante sur R*.
Puisque fy,41 est strictement croissante et

frnt1(@ng1) < for1(mn),

on en déduit
Tpna1 < Tp.

Cette inégalité est vraie pour tout n € N*.

Par conséquent,

Vn € N*¥, Tpy1 < Tp.

La suite (z,,) est donc strictement décroissante.

( 2\
Nous avons montré que

‘fn+1($n) =Tn > 0‘

et que

‘ frt+1(Tnt1) = 0. ‘

Comme f,, 4] est strictement croissante,

Ainsi,

’ (xy,) est strictement décroissante.

Bilan

Pour tout n € N* :
fo(z) = 2% 4+ 2% + nx — 2.

On a
fi(x) =322 +2x4+n>0 (x >0),

n
donc f,, est strictement croissante sur RT.

De plus,
fn(0)=-2<0 et fa(l) =n>0.

Par continuité et stricte croissance, ’équation f,(z) = 0 posséde une unique solution z,, telle que

Enfin,
fn—i—l(xn) =xp>0= fn-l—l(a:n—i-l)-

Comme f,+1 est strictement croissante,

’ (xy,) est strictement décroissante. ‘

Donc

4
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Exercice 3 — Etude de la suite (a,)

Enoncé

Soit n un entier naturel non nul.
On considere la fonction Fj, définie sur R™ par
Fo(z)=22% — 2 + 2(n+ )z — 1.
1) Montrer que
Ala, €]0,1] F,(a,) =0.
2) Etudier le signe de
Fri1(x) — F(x).
3) Etudier la monotonie de la suite (ay,)y.

4) Montrer que
1

n+1

Vn € N*, an <

Correction détaillée

1. Existence et unicité de a, dans |0, 1]

Pour un entier n > 1 fixé, considérons

Fo(z) =22 -2 + 2(n+ 1)z — 1.

La fonction F;, est une fonction polynomiale. Elle est donc continue sur R, et en particulier sur I'intervalle
[0, 1].

Etape 1 : existence d’une solution dans |0, 1|

Calculons les valeurs de F;, aux deux extrémités de 'intervalle.

Pour x =0
Fr(0)=2x03—0°4+2(n+1)x0—-1=—1.
Donc
| Fu(0)=-1<0.]
Pour z =1:

F,(1)=2x13-1242(n+1)x1—-1
=2—-1+4+2(n+1)—-1
=2(n+1).

Comme n > 1,onan+1>0, donc

|Fu(1) =2(n+1) > 0.

Nous avons ainsi
Fo(0) <0< F,(1).

Comme F,, est continue sur [0, 1], le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer qu’il existe
au moins un réel a, €]0, 1] tel que
F,(a,) =0.

1
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Etape 2 : unicité de cette solution

Pour obtenir I'unicité, étudions les variations de F}, sur RT.
La dérivée est

Fl(z) = 62% — 2z +2(n +1).
Nous allons montrer que cette dérivée est strictement positive.

Complétons le carré :

Or
xQ—lx—<x—1>2—1
37 6 36
Donc
612 — 2x = (x—1)2—1
N 6 36
o(e5) g
= x—f R
6 6
Ainsi,
, 1\2 1
F(r)=6(z—=) —=+2(n+1)
6 6
1\? 11
=6 - = 2 —.
(a: 6) +2n + 6
Pour tout = € R,
1 2
6 —=] >0.
(9” 6) =
Et puisque n > 1,
11
2 — > 0.
n—|—6

Par conséquent,

F!(z) >0 pour tout z € R.

La fonction Fj, est donc strictement croissante sur R, et en particulier sur RT.

Une fonction strictement croissante ne peut prendre la valeur 0 qu’une seule fois.

La solution trouvée précédemment est donc unique.

Pour tout n € N*, il existe un unique réel a,, tel que

lan €0,1[ et Fu(an) =0.]

2. Signe de F,1(z) — F, ()

Ecrivons d’abord F,;1(x).

En remplagant n par n + 1 dans la définition de Fj,, on obtient

Fpi(z) =22° =2 +2((n+ 1) + 1)z — 1.

2
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Donc
Foii(z) =22° —2? +2(n + 2)z — 1.

Calculons maintenant la différence :
Fu1(z) = Fa(z) = [22° — 2% 4+ 2(n + 2)z — 1]

—|22* —2? +2n + D)2 - 1.

Les termes 222, —z2 et —1 s’annulent :

Foii(z) — Fp(x) =2(n+2)z —2(n+ 1)z
=2z[(n+2)— (n+1)]
= 2z.

Ainsi,

| Futi1(z) — Fo(x) = 2z.|

Comme les fonctions sont étudiées sur R, on a 2 > 0.
Donc
2z > 0.

Plus précisément :
20 =0 <= z =0,

et
22 >0 siz>0.

e N

Sur RT,

| Fota(z) — Fn() > 0. |
L’égalité a lieu uniquement pour x = 0. Ainsi,
‘Fn“(az) > F,(x) pour tout z > 0.‘

\ J

3. Monotonie de la suite (a,)

Nous savons, par définition de a,, que
F,(an) = 0.

D’apres la question précédente,
Fri1(z) — Fo(x) = 2z.

Prenons maintenant x = a,,. On obtient
Frii(an) — Fu(an) = 2ay,.

Or
F,(a,) = 0.

Donc
Fri1(ay) = 2ay,.

Mais, d’apres la premiére question,
an €]0,1],

3
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donc
an > 0.

Par conséquent,
2a, > 0,

et ainsi

\Fnﬂ(an) > 0.\

D’autre part, a,y1 est 'unique zéro de F, 11 :

‘Fn—i-l(an—i—l) =0. ‘

Nous avons donc
Fn—l—l(an—l-l) < Fn+1(an)-

Or, comme nous 'avons démontré a la question 1, toute fonction Fj est strictement croissante. En

particulier, F}, 1 est strictement croissante.

Par conséquent,

Fn+1(an+1) < Fup (an) =  Opt1 < Qp.
Cette inégalité est vraie pour tout n € N*.
‘Vn e N*, apy1 < an.‘

La suite (a,) est donc

‘ strictement décroissante. ‘

1
4. Montrer que a, < ——
n+1
Nous voulons comparer a, au nombre
1
n+1
Nous savons que
F,(ay,) =0
et que F;, est strictement croissante.
L’idée consiste donc a calculer .
" (n + 1)
et a comparer cette valeur a 0.
Posons
1
xr =
n+1
Alors ] )
2 = et z3 = .
(n+1)2 (n+1)3

Par définition,

Donc

1 2 1
F - -
n(n—l—l) (n+1)3 (n+1)2 n+1
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Or

2(n+1) =2.

n+1

Ainsi,

1 2 1
F, = — 1.
"(n+1> CES A CES A
Mettons les trois termes au méme dénominateur (n + 1)3 :

(n+1)3

(n+1)?

et
1 n+1

(n+1)2%  (n+1)%

Donc

1\ 2—(n+1)+(n+1)?°

Fn (n+1> - (n+1)3
C(n+1)PP—(n+1)+2
- (n+1)3

Développons le numérateur :
(n+1)%=n®+3n+3n+ 1.

Ainsi,
n+12—m+D)+2=n3+3n>+3n+1-n—-1+2
=n3+3n* +2n+ 2.

Donc

1 n3 +3n2 +2n + 2
F, = -
n+1 (n+1)

Pour n € N*, tous les termes du numérateur sont positifs :

n3 >0, 3n >0, 2n > 0, 2> 0.

De plus,
(n+1)* > 0.

1
F, > 0.
n(n—i—l)

F.(a,) =0.

Par conséquent,

Mais

Nous avons donc

o) < 5 (1),

Comme F;, est strictement croissante,
1
Ap < ——.
" T n41

Nous avons méme obtenu une inégalité stricte.

5
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- N
Pour tout n € N*,
an < .
" T n+1
En particulier,
1
Vn € N*, Ay < .
" n+1
. J
Bilan
e N

Pour tout n € N* :

Aay, €]0,1[ tel que F,(a,) =0.

De plus,

Foii1(x) — Fp(z) = 2.

Sur RT,

Frt1(z) — Fp(z) > 0.

La suite (ay,) vérifie

(1 < an),

donc elle est strictement décroissante.

Enfin,
- 1
a )
" T n41
et donc, en particulier,
< 1
a .
" n4+1
N J
6
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Exercice 4 — Fonction f, et suite (b,)

Enoncé

Soit n € N* et f,, la fonction définie sur R par

T

fa(2) = arctan(ﬂ) 127 — 1.

1) Etudier le sens de variation de la fonction f;,.
2) Montrer que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution b, et que

b < =
=2

3) Etudier le signe de frot1(x) — frn(x) puis déduire la monotonie de la suite (b, ).

Correction détaillée

1. Sens de variation de f,

Fixons n € N*. Pour z > 0,
fn(z) = arctan(a:) + 2z — 1.
n

La fonction z +— z/n est dérivable et la fonction arctan est dérivable sur R. On peut donc dériver f,
sur RT.

Rappelons que

/

U
t = :
(arctan u) T
Ici,
T 1
= — t ! - —.
u(x) - e u' () -
Ainsi,
1
!/ n
w(T) = 5 1+ 2
1+ (%)
1
- nQ—Timz +2
’I’L2
1 n?
=— 2
n o n?+a? +
n
2.
n2 + x2 +
Donc
n
(@) =2+ 57
Orn>1etn?+2z?>0, donc
n
n? + z?2 >0
Par conséquent,
fh(z) >2>0.
Ainsi,
{ fn est strictement croissante sur RT. }
1
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N[

2. Existence et unicité de b,, puis comparaison a

La fonction f,, est continue sur RT puisqu’elle est somme de fonctions continues.

Calculons sa valeur en O :
fn(0) = arctan(0) +0 — 1 = —1.

Donc

| fa(0)=-1<0.]

Calculons maintenant sa valeur en % :

1 1 1
fn <2) == arctan<2n> + 2 x 5 -1
1
= arctan<> +1-1
2n
= arctan| — | .
2n
Comme n > 1,
1
— > 0.
2n -

La fonction arctan est strictement croissante et arctan(0) = 0, donc

1
arctan () > 0.
2n

Ainsi,

Nous avons donc

£.(0) <0< £, (;) .

Comme f,, est continue sur [0, %], le théoréme des valeurs intermédiaires assure ’existence d’au moins

un réel .
bn o
© }O 2 {
tel que
fn(by) =0.

De plus, d’apreés la question 1, f,, est strictement croissante sur R*. Elle ne peut donc prendre la valeur
0 qu’une seule fois.

Par conséquent,

e 2
L’équation f,(z) = 0 admet une unique solution b,, et
1
0<b, < 5
FEn particulier,
1
b, < 3
\ J
2
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3. Signe de f,,1(x) — fu.(x) et monotonie de (b,)

Ecrivons d’abord fy,41(z) :

fot1(z) = arctan(n j_ 1) +2z — 1.
Alors
frr1(x) — ful(z) = arctan(n n 1) +2x -1
T
— [arctan() + 2z — 1}
n
T T
= arctan( ) — arctan() .
n—+1 n
Donc

fot1(x) = fulz) = arctan(n n

T T
) — arctan() .
1 n

< —.

Pour x > 0, puisque n+1>n >0, on a
1

n—+1

—_

3

En multipliant par x > 0,
L <
n+17"
L’égalité a lieu seulement lorsque z = 0. Pour = > 0,

=

T <
n—+1

e

Or arctan est strictement croissante sur R. Par conséquent,

T x
arctan( > < arctan() ,
n+1 n

‘fn+1(l’) — fu(z) <0 pour z > 0.‘

d’ou

Plus précisément,

[ fa+1(0) = £u(0) = 0

et, pour x > 0,

| for1(2) = fulw) < 0.]

Utilisation de ce signe pour comparer b, et b,

Par définition de b,,,
fn(by) =0.

Nous savons aussi, d’apres la question 2, que
b, > 0.

Puisque la différence f,,1(z) — fn(x) est strictement négative pour x > 0, en prenant z = b, nous
obtenons

fn—i—l (bn) - fn(bn) < 0.

Comme f,(b,) =0,
frn41(bn) < 0.

3
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D’autre part, b, est la racine de f,11 :

fm—l(bn—l—l) =0.

Nous avons donc
fn—i—l(bn) < fn+l (bn-i-l)'

Or fn11 est strictement croissante sur R*. Par conséquent,
b, < bn_|_1.

Ainsi,

IVneN*, bn<bn+1.\

La suite (b,,) est donc

\ strictement croissante. ‘

Bilan

Pour tout n € N* :

/ n

fn(x):2+m>0,

donc f,, est strictement croissante sur RT.

L’équation f,(z) = 0 posséde une unique solution b,, vérifiant

1
bn < .
0< <2

Enfin, pour z > 0,

| fs1(2) = fule) <0,]

avec inégalité stricte pour x > 0. En particulier, comme b, > 0,

Jna1(bn) < fru(bn) =0 = frr1(bny1),

’ (by,) est strictement croissante. ‘

ce qui donne

Ainsi,

4
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