Exercice 1 — Partie I : Corrigé détaillé

1-a) Montrer que : Vx e R, 1 +x <¢”

On considere la fonction

flz)=¢€"—ax—1.

Cette fonction est dérivable sur R et

On distingue deux cas.

fl(x)=¢"—1.

Cas 1 :six >0, alors e* > 1, donc

Ainsi, f est croissante sur [0, +oo[. Donc, pour tout z > 0,

Or

Donc

fl(x)=€e"—12>0.

f(x) = f(0).

f0)=€e"—0-1=1-1=0.

f(x) = 0.

Cas 2 :six <0, alors e < 1, donc

Ainsi, f est décroissante sur | — oo, 0].
Comme z < 0, et puisque f est décroissante sur | — 0o, 0], on a
f(x) = f(0).
Or
f(0)=0
Donc
flz) =0

Dans tous les cas,

Donc

1-b) Montrer que : Vx € [0, +o0|, 9; +1+x<e”

On veut montrer que

On pose

fl(x)=¢€e"—1<0.

IQ
1+$+?§€x.

ZL’Q

hz) =" —1—x— 2
(x)=¢e T-

1
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La fonction A est dérivable sur [0, +oo et

W(zr)=e"—1—uz.

D’apres la question 1-a), pour tout réel z,
1+z<e”.

Donc, pour tout x > 0,
er —1—x2>0.

Alinsi,
h'(x) > 0.
Donc h est croissante sur [0, +00].
Par conséquent, pour tout x > 0,
h(z) = h(0)
Or
02
h(0)2e0—1—0—5:1—1=0
Donc
h(z) >0
Ainsi,
2
t—1l—-2z——2>0.
e To5 2
Donc

2

x
1+$+?§€x.

2) Pour tout x € [0, +00[, on pose

I(x) = /Oz te”" dt.

2-a) Montrer que : Va € [0, 400, I(x) <

Soit x > 0.
Pour tout ¢ € [0, ], on a
t>0

De plus,

et <1

car —t < 0 et donc et < e = 1.

En multipliant par ¢ > 0, on obtient

te™t < t.
Ainsi, pour tout ¢ € [0, z],

te™t < t.

2
Page 2 /62

Moulay ELMOUKRIE



En intégrant cette inégalité entre 0 et x, on obtient

/xte_tdtgfxtdt.
0 0

Donc
21"
I(x) < |=| .
2],
Ainsi,
2
x
I(x) < — —0.
() <%
Finalement,
2
x
I(x) < —
() <%

2-b) Montrer que : Vo € [0, 00|, I(z) = —ze ™" —e " +1

On calcule N
I(x) :/ te " dt.
0

On utilise une intégration par parties.

On choisit :
ut)=t et V(t)=e"
Alors
u'(t) =1
et une primitive de e~ est
v(t) = —e!

Donc

Alinsi,

Calculons chaque terme.

D’abord,
{—te’t]x =—xe " —0=—xe ®
Ensuite, .
/0 e tdt = {—e_t}
Donc

Or ¢’ =1, donc

Finalement,

Donc
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3) Soit la fonction g définie sur |0, +oo[ par

g(x) = ez_;;n_l
1 e’
3-a) Montrer que : Vx €]0, +oo], 5 <g(z) < B
Soit > 0.
On a
e* —x—1

Premiére inégalité : montrer que 5 < g(z)

D’apres la question 1-b), pour tout = > 0,
2
x
l+2+4+ — <e”.
2
Donc, pour x > 0,
72
— < —ax—1.
2
Comme = > 0, on a
2 > 0.

On peut donc diviser par 22 sans changer le sens de 'inégalité :

1 ef—x—1
<=
2~ 2

Alinsi,

< g(x)|.

1
2

efE
Deuxiéme inégalité : montrer que g(x) < 5}
D’apres la question 2-b), on a

I(x) = —ze ™ —e "+ 1.

Donc
I(x)=1—(z+1)e "

Multiplions cette égalité par e® :
e"I(z) =e" (1 —(z+ 1)6_:0) .

Donc
e"I(x) =e" — (x+1).
Ainsi,
e“I(x) =€e" —x — 1.
4
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Or, d’apres la question 2-a),
2
x
I < —.
(0) <%

Comme e” > 0, on peut multiplier par e* :

LL’Q

e“I(x) <e 5

Donc )
etxr

ef—x—-1< )

Comme z > 0, on a 22 > 0, donc on divise par 22 :

ef—xrz—1 ¢€*
< —.
22 -2
Alinsi,
633
< —|
9(z) =
Finalement, pour tout = €]0, 400/,
1 e’
5 S 9(2) < 5
3-b) En déduire que :
1
li = —.
Jim g(0) =3
D’apres la question 3-a), pour tout z > 0,
1 e’
— < < —.
5 S 9(@) < 5
Lorsque z — 0%, on a
e —»el=1
Donc
e 1
2 2

Ainsi, g(x) est encadrée entre deux expressions qui tendent toutes les deux vers % :

1 < g(z) < e’
- r) < —.
o =9 =7
D’apres le théoreme des gendarmes,
1
li =—|
Jm g(e) =3

5
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Corrigé détaillé — Exercice 1, Partie 11

On considere la fonction f définie sur [0, +-o00[ par :

x
Vz €]0 = —
vel,+ool,  f) =
et 1
0) =—.
£0) = 5
1) Calcul de la limite en +o0o
Pour z > 0, on a :
x
fo) =
Lorsque * — +o00, on a :
e’ — +00
et
e ¥ = 0.

Ainsi, le dénominateur e* — e~ se comporte comme e* au voisinage de +o00.
Or I'exponentielle domine la fonction z. Donc :

. X
lim — =0.
r——+o0 e

On obtient alors :

A, @) =0
Interprétation graphique
Puisque :
A S =0,
la droite d’équation :
y=0

est une asymptote horizontale a la courbe représentative (C') de f au voisinage de +o0.

2) Continuité a droite en 0

Pour montrer que f est continue a droite en 0, il faut montrer que :

lim f(x) = £(0).

z—07t
Pour z > 0, on a :
x
flo)=——=
On multiplie le numérateur et le dénominateur par e” :
re®
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Donc :

e
f(fﬂ) - 622: -1
x
Or: 2y )
r T _ 1
e _5.¢
x 2z
On sait que :
v—1
lim ¢ =1.
u—0 u
En prenant u = 2z, on obtient :
2 1
lim < ~1.
z—07F 2z
Donc : 2
lim &~ =2.
z—07F x
De plus :
lim e* = 1.
z—0t
Par conséquent :
li ==
A (@)
Or:
7(0) = 3
=5
Donc :
li = )
lim f(z) = f(0)
Ainsi :

‘ f est continue a droite en 0. ‘

3-a) Montrer I’égalité

On veut montrer que, pour tout z €]0, +00] :

f _ f 0 Y 2 27e® — 1
IOZIO —oepio) (S ).
On part du membre de gauche :
x 1
f(z) — £(0) et —e T 2
x B x

Donc :
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Or :

Donec :
20 — e + et = —e "(e* — 2xe” —1).
Ainsi :
f(x) — f(0) e % (e* — 2we® — 1)
x 2z(e” —e™7)
On écrit :
1w
er — e~ r
Donc :
Fo) = F0) () e = 2we -1
T N T 2z
Par conséquent :
f(z) — f(0)

e*r — Qre® — 1
. .

e (P

3-b) Montrer I’égalité avec g

Dans la partie I, la fonction g est définie sur |0, +oo] par :

ef—x—1
Donc : ) 5 ) 5
et —2x—1 et —2x—1
2r) = = .
9(2z) (2x)? 42
Ainsi : )
T 2x—1
29(23:):6 i

D’autre part :

e —1 2z(e”—1) 2we” -2

T 212 22
Donc : | ) 5 - 5
et — et — 2x — xre® — 2x
2g(2x) — = — .
9(2z) z 212 22
On obtient : . ) ) g )
et — e —2x —1—2xe® + 22
2g(2x) — = .
9(27) x 212
En simplifiant :
—2x +2x = 0.
Donc : )
e —1 et — 2xe® —1
2g(2x) — = .
9(2) . 57
Ainsi :
e*r — 2xe® — 1 et —1
= 2¢g(2x) — .
3
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3-c) Dérivabilité a droite en 0

On sait, d’apres la partie I, que :

1
li =—.
o) =5
Donc : ]
li 2r) = —.
My 0@o) =5
Ainsi :
lim 2¢(2x) = 1.
Jim, 29(2r)
De plus :
r—1
lim ¢ =1.
z—0t x
D’apres la question précédente :
e — 2zre® — 1 e —1
=2¢g(2x) — )
Donc : ) ) .
et — 2xe” —
li =1-1=0
:cigl‘*' 212
D’apres la question 3-a :
flx) = f(O0)  _, e — 2xe” — 1

Lorsque z — 07 :

et d’apres la continuité a droite en O :

Fla) = fO)= 1.

De plus :
e — 2zre® — 1
512 — 0.
Donc :
L@ - f0)
z—0t X
Par définition de la dérivée a droite :
: . f(z) = f(0)
fa(0) = lim ===
Par conséquent :
£4(0) = 0.

Ainsi :

‘ f est dérivable a droite en 0.

4
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4-a) Montrer que 0 < I(x) < J(z)

On pose :
J(x)= [ te'dt
0
Dans la partie I, on avait :
I(x)= [ te'dt
0
Pour tout t € [0,z], on a :
t>0.
De plus :
et < et
Donc :
0<te " <te

En intégrant sur [0, x], on obtient :

/Odtg/ te’tdtg/ tet dt.
0 0 0

0<I(z) < J(x).

Donc :

4-b) Calcul de J(z)

On a: .
J(x) :/ te' dt.
0

On utilise 'intégration par parties :

/u'v:uv—/uv'.

Prenons :
u=t, v = e
Alors :
u =1, v=c¢e
Donc : -
J(x) = [tet} —/ el dt
0
Ainsi :
J(x) =2e® =0 — {et}
Donc :

Par conséquent :

Finalement :
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4-c) Expression de f'(x)

Pour x > 0, on a :

T
f) =
On pose :
u(r) =x
et
v(x) =€ —e "
Alors :
u'(z) =1,
et :

V(z)=e"+e "

D’apres la formule de dérivation d'un quotient :

<u)’ u'v — uv'
v v

Donc : . ( ) ( )
ooy (et —em) —x(et+e "
f (IE) - (e:p _ e—x)2 :
Ainsi : ( )
, _eI—e*x—xe‘”—i—e*“’
f ('T) - (ex .\ 6_$)2
C’est-a-dire :
e¥ —e T —get —zxe™”
fl(z) =

(ex _ 6—90)2
D’apres la partie I :
I(z)=1—(zx+1)e ™.

D’apres la question 4-b :
J(z) = (x — 1)e® + 1.

Donc :

Iz)—Jx)=1—(z+1)e® = ((zr—1)e"*+1).
Alors :

Iz)—J@x)=1—(z+1)e® —(x—1)" — 1.
Donc :

I(z) = J(z)=—(z+1)e " — (x — 1)e".

On développe :
I(x) — J(z) = —xe " — e —xe” + €.

Donc :
I(w) = J(x) = € — ™ —a(e” + 7).
Ainsi : I(z) — J(z)
@) = o=
Finalement :
Vo €]0, +oof,  f(z) = M'
6
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4-d) Sens de variation de f sur [0, 4o0]

Pour x > 0, on a montré que :

0<I(z) < J(x).

En réalité, pour x > 0, on a :

I(x) < J(x).
En effet, pour t €]0, z] :
te”t < tet.
Donc : . .
/ te tdt < / te' dt.
0 0
Ainsi :
I(z)—J(z) <0
Or :
(" —e ™2 >0
Donc :

Par conséquent :
f est strictement décroissante sur |0, +o0.

Il reste a étudier le comportement au point 0.
On sait que :

Pour x > 0, montrons que :

On a:

Comme z > 0 et e —e™® > 0, cela équivaut a :

2r < e® —e ",

Considérons la fonction :
On a:
De plus :

Pour z > 0, on a :

el +e " >2
Donc :
¢'(x) > 0.
Ainsi ¢ est strictement croissante sur ]0, 400].
Comme :
90<0) =0,
7
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on obtient, pour tout x > 0 :

o(x) >0

Donc :

e —e =22 >0.
Ainsi :

el —e T > 2.

Donc : ]

f() < 5 = 1(0).
Finalement :

f est strictement décroissante sur [0, +o0[.

5) Bijection réalisée par f

La fonction f est continue sur [0, 4o00.

De plus, elle est strictement décroissante sur [0, +o00].
Donc f réalise une bijection de [0, +o00o[ vers son image.
Calculons cette image.

Ona: .
f(o):§-
Et :
A, F@) =0

Comme f est strictement décroissante, elle prend toutes les valeurs strictement comprises
entre 0 et %, et elle prend aussi la valeur % en 0.
Par contre, elle ne prend pas la valeur 0, car :

f(x) >0

pour tout x > 0.
Donc :

([0, +oo]) =10, 5]

Ainsi :

1
f réalise une bijection de [0, 4o00| vers |0, 5]

On note f~! la bijection réciproque de f.

6-a) Résolution de ’équation f(x) =«

On cherche les solutions de :

flz) =z
D’abord, si = 0, alors : .
0) =-.
7(0) = 5
Donc :
f0)#0
8
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Ainsi x = 0 n’est pas solution.

Soit maintenant x > 0.

L’équation devient :

X

eJI_e T

Comme z > 0, on peut diviser par z :

Donc :

Posons :

Alors :

et :

L’équation devient :

On multiplie par X > 0 :

Donc :

Le discriminant est :

Les solutions sont :

et

Or:

Comme :

cette solution est impossible.

Donc :

Ainsi :

X >0

X1: 2
1
Xy = +\/§'
2
X =e">0.
1_
\/5<0,
2
1 5
X = +\/_.
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Donc I'équation f(z) = x admet une unique solution :

a:ln<1+\/§>.
2

6-b) Représentation graphique de (C) et (C’)

La courbe (C) de f possede les propriétés suivantes :

— f(0) = =, donc (C) passe par le point :

1
A (o, ) .
2
— f4(0) = 0, donc (C') admet au point A une demi-tangente horizontale.
— lim f(z) =0, donc la droite :

T—r—+00

1
2

y=0

est une asymptote horizontale a (C).
— [ est strictement décroissante sur [0, 4+00].
— On admet que (C) possede un point d’inflexion :

P(xo, f(x0))

avec :
ro~ 1,6
et :
f(zo) ~0,3.
Donc :
P ~(1,6;0,3).

La courbe (C') de f~! est la symétrique de (C) par rapport a la droite :

Y=
Ainsi, si :
P~ (1,6;0,3)
est un point de (C'), alors :
P~ (0,3;1,6)
est un point de (C").
De méme, puisque :
1
A (0, 2) € (0),

alors : )
A (2,0) e (C).
Les deux courbes (C') et (C”) se coupent sur la droite y = x, au point :

<&7a)7

a:ln<1+\/§>.

ou :

2

10
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Corrigé détaillé — Exercice 1, Partie II, Question 7

On considére la suite numérique (uy,),>o définie par :
Ug = 0

et

On rappelle que I’équation :

flz) ==
admet une unique solution :
(57)
a=In .
2
Donc :
fla)=a

1
7-a) Montrer que Vn € N, 0 <, < 3

On raisonne par récurrence.

Initialisation
On a:
ug =0
Donc : 1
0<uyy < 5

La propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité

Supposons que, pour un certain n € N, on ait :

1
0<u, <~
Su 5

Alors :
Uy, € [0, +o00].

Or la fonction f réalise une bijection de [0, +oo[ vers :

1
0.5]
Donc : ]
Flun) €0, 5]
Comme :
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on obtient :

1
0< Un+1 < 5
Donc, en particulier :
1
0<tupi1 < 5
La propriété est donc héréditaire.
Conclusion
Par récurrence :
1
Vn € N, Ogun§2.

1
7-b) Montrer que Vn € N, |u,1 —a| < 2\un —

On sait que :

et :

Donec :

D’apres la question 7-a :

1
Uy € 0, 5
On distingue deux cas.
Premier cas : u, = «
Si
U, = qQ,
alors :
uns1 = f(un) = fla) = @
Donc :
|tpt1 —a| =0
Et :
1
§|un —al =
L’inégalité est donc vraie.
2
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Deuxiéme cas : u, # «

La fonction f est dérivable sur |0, +o0].
On admet que :

1
Va €]0, +o00], —5 < f'(z) <O.

On applique le théoreme des accroissements finis a la fonction f entre w, et a.
Il existe donc un réel ¢ compris entre u,, et « tel que :

fun) = fla) = fi(e)(un — a).

Comme :
et :
on obtient :

i1 — @ = /() (un — ).

En prenant les valeurs absolues :

un1 —a| = [f'(c)] |un, — al.

Or: )

—3 < f'(e) < 0.
Donc : .

0<|f(e) < 3
Ainsi : ]

U1 — af < 5‘“” —al.

Finalement :

1
vn e N, U1 —af < §|Un—04|~

1 n
7-c) Montrer par récurrence que Vn € N, |u, — a| < (2
On raisonne par récurrence.

Initialisation

Pour n =0, on a :

Uy = 0

Donc :
lup — af = |af

Or:

€ [o 1}

Q 5

Donec :

la] < 1.

3
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Comme :

on obtient :

B

1 0
o —ol < (3)

La propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité

Supposons que, pour un certain n € N, on ait :
1 n
lup, — af < (2) :

1
|1 — o < §|un —al.

D’apres la question 7-b :

En utilisant I'hypothese de récurrence :
< 1 (1)”
Uppr —af < - (=] .
+1 5\ 2

1 n+1
[Unt1 —af < (2> :

La propriété est donc héréditaire.

Donc :

Conclusion

Par récurrence :

7-d) En déduire que la suite (u,),cn converge vers o

1 n
lu, — o] < () :
2

On a montré que :

Or :

Donc :

Vn e N,

= ol < (

2

1)71_

Vn € N,

1
0< =<1
2

R
Jm (2) =0.

Par le théoreme d’encadrement :

Cela signifie que :

nginoo lu, —a| = 0.

U, —a — 0.

4
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Donc :

Ainsi :

lim wu, = a.
n—-+00

(Un)nen converge vers a = In

14++5
—5

5

Page 20/ 62

Moulay ELMOUKRIE



Exercice 1 — Partie III : Corrigé détaillé

On considere la fonction F' définie sur [0, +oo[ par :

Fa) = [ f)dr.

T

On rappelle que la fonction f est positive et décroissante sur [0, +o0[, avec :

f0)=3
et
A, 1@ =0
1-a) Montrer que :
Vz € [0, 400], 0< F(x) <zf(x).

Soit = € [0, 400].
On a:

Comme z > 0, on a :
< 2.

De plus, d’apres la partie précédente, la fonction f est positive sur [0, +o00[. Donc, pour tout
t € [x,2z] :
f(t) >0,
En intégrant cette inégalité sur [z, 2x], on obtient :

Yy dt > 0.

T

Donec :

F(z) > 0.
Ainsi :

0 < F(x).

Maintenant, comme f est décroissante sur [0, +oo[, alors pour tout ¢ € [z, 2z], on a :
t>x.

Puisque f est décroissante, cela donne :

ft) < f(x).

Donc :
Vt € [z, 2z], f@) < f(x).

En intégrant cette inégalité sur [z, 2x], on obtient :

[7 < [7 sy

T

1
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Comme f(z) ne dépend pas de ¢, on a :

Donc :

Ainsi :

Par conséquent :

Finalement :

2z

/:w f@ydt = ) [ 1t

T

[ @yt = f@)x ).

Vz € [0, 4o00],

0 < F(z) < xf(x).

1-b) En déduire :

lim F(x).

T—+00

D’apres la question précédente :

Or, pour z > 0 :

Donc :

On veut calculer :

On écrit :

Donc :

Lorsque x — +o00, on a :

Donc :

De plus, on sait que I'exponentielle e domine toute puissance de x, donc :

Ainsi :

x
flo) = 2
2
T
rfle) =
2
lim m

1—e 2 5 1.

332

lim — =0.
r—+o00 et

lim zf(xz)=0.

T—+00

2
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Comme :
0 < F(z) <xf(z),

et comme :

Jim_af() =0
d’apres le théoreme des gendarmes :

xll}r_{loo F(z)=0.

1-c) Interpréter graphiquement le résultat obtenu

On vient de montrer que :
lim F(x)=0.

T—r—+00
Cela signifie que la courbe représentative de la fonction F' se rapproche de la droite d’équa-
tion :
y=0
quand x tend vers +oc.
Donc la courbe de F admet une asymptote horizontale au voisinage de +oc.

Cette asymptote est :
y = 0.

2-a) Montrer que F' est dérivable sur [0, +o0|

Pour x > 0, la fonction f est continue sur [z, 2x].
On définit :

F)= [ " r) dt.

Les bornes x et 2z sont des fonctions dérivables de z.
On utilise la formule de dérivation d’une intégrale a bornes variables :

( al(:(:)c) f(t) dt) — b/<x)f<b<£lj')) i Cbl(x)f(a(x))

Ici :
Donc :

Ainsi, pour z > 0 :
F'(x) = 2f(22) — f(2).

Donc F est dérivable sur ]0, +o00].
Etudions maintenant la dérivabilité & droite en 0.

On a:

Pour z > 0 :
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et

0.

Comme f est décroissante sur [0, +oo[, pour tout t € [z,2z], on a :

f(22) < f(t) < fla).
En intégrant : , , ,
/x F(2w)dt < / £t dt < / f(x) dt.

Donc :

wf(2r) < F(r) < af(x).

En divisant par z > 0 :

Lorsque z — 07 :

Comme f est continue a droite en 0 et f(0) = 3, on a :

lim f(2z) = ;

z—0t

lim f(z)= ;

z—0t

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes :

lim F(x) = 1

=0t T 2
Ainsi : 1
F(0) = =.
§0) =5

Donc F est dérivable a droite en 0 et dérivable sur |0, 4o0].

On peut donc dire que F' est dérivable sur [0, +00[ au sens ou elle est dérivable a droite en

F est dérivable sur [0, 4o00].

2-b) Montrer que :

f (=)

vz €]0, 400/, F'(z) = (629” — 4e” + 1) :

e 4]
D’apres la question précédente, pour z > 0 :

F'(x) = 2f(22) - f(2).

Or: .
fla)=
Donc : 5
T
f(227) = 6230 _ 6—23:
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et :

Ainsi :

4x
2f<2£lf) = 62m _ 6—232
Donc : 4
T
/
F (I’) = 621‘ _ e—?x -
Posons :
y=e".
Alors :
. 1
e’ =—,
Y
622 — y2’ 6721
On a .
f(z) =
by—y
Or: )
_y -1
Yy—— =
Yy Yy
Donc : .
f(’x) y271 -
y
Calculons F'(x) :
4x
F'(z —
( ) yg o y%
On simplifie :
, 1y =1 -1+
y - ? - 2 -
Donc :
dr dxy
y? — (> =Dy +1)
Et :
_ vy
17 2
y Yy 1
Ainsi : don?
F'(z) = >

On met au méme dénominateur :

(v = (y*+ 1)

4ay?

ry(y* +1)

F'(z) =

Donc :

F(x)

On factorise par xy :

F'(z)

(2 = D>+ 1)

day® —ay(yt 1)

(> =Dy*+ 1)

(=12 +1)

Caydy -y —1)

(2 =12 +1)

5
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Or :

vy
Donec : A 24
Yy—y -
F’ =
(@) = )2
Comme :
dy—y’ —1=—("—4y+1),
on obtient : Fa)
T
F' — 24y +1).
(@)=~ 5 b =y + )
En remplacant y par e* :
f(x) 2
! — X o X
F'(x) = 621’+1<6 4e +1>.
Donc :
f(x) 2
/ _ T AT
vz €]0, 400/, F'(z) = T (e 4e” + 1) :

2-c) Montrer que F <1n(2—|—\/§)) est un extremum de la
fonction F sur [0, 400]

On étudie le signe de F'(x).
D’apres la question précédente :

Pour tout x > 0, on a :

et :
e +1>0.

Donc le signe de F'(z) dépend uniquement du signe de :
— (6236 — 4e” + 1) .
Posons :
X =¢".

Comme z > 0, on a :
X >1

L’expression devient :
e —4e"+1=X*>—4X +1.

On résout :
X2 _4X+1=0.

Le discriminant est :
A=(-4)?*-4-1-1=16 -4 = 12.

6
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Donc :

VA = 2V/3.

Les racines sont :

4 -2
:7\/3:2_\/5,

X, 5
et : \/_
4423
X2:+2:2+\/§.

Or:
2 V3 <1.

Mais comme X = e* > 1, cette racine ne correspond a aucune valeur de z > 0.
La seule racine utile est donc :

X =2+ 3.
Ainsi :
er =2+ /3.
Donc :
z =1n(2 4 V3).
Notons :

a=1In(2+ \/5)

Etudions le signe de :
X?—4X + 1.

Comme le coefficient de X? est positif, le trindme est positif a I'extérieur des racines et
négatif entre les racines.
Sur l'intervalle X > 1, on a donc :

X2 —4X+1<0

pour :
1< X <243,
et :
X?2—-4X+1>0
pour :

X > 24+ /3.

Cela signifie :
e —4e" +1<0

pour :
0<z<In2+V3),
et :
e —4e" +1>0
pour :
x> In(2 4+ V3).
Comme : o)
/ _ T 2z T
F(m)__e%—l—l(e de +1),
7
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avec

f(z)
0
e2r 41 e
on obtient :
F'(z) >0 sur ]0,In(2+3)[,
et :

F'(z) <0 sur ]In(2+v/3),+o0l.

Donc F' est croissante sur :

[0, 1In(2 + v/3)]

puis décroissante sur :

(2 4+ v/3), +ol.

Ainsi, F' admet un maximum en :
r =In(2 +V3).

Donc :

F (ln(2 + \/§)) est un maximum de F sur [0, +o0].

En particulier, ¢’est un extremum de la fonction F' sur [0, +o0].

8
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[\]
Nasymptote d& (C")

1.5

léll = 141l = 2em ., .~

(C): y=1")] .

I 1 jrd (C): y= e —— }
A A Z ) e e

’ %}(0.48116,0.48116) ~ M (0.481,0.481)

ad P(.%‘Q,f(wo)) 2’P(1.6,0.3)

S (©)
> . . . . . : >
0 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
asymptote de (C') : y =0
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Corrigé détaillé — Exercice 2, Partie I

Soit :

m = \/§€i9

avec :

e R—A{kr|keZ}.

On considere dans C 1’équation :

(Bp): mz*—2z+m=0.

1) Détermination de la deuxiéme solution

On sait que :
m(l —1
L _m-
2
est une solution de 1’équation (F,,).

L’équation est de la forme :

az?+bz+c=0

avec :
a =, b= -2, c=m.

D’apres la relation entre les racines et les coefficients d'une équation du second degré, si les
deux solutions sont z; et zy, alors :

c
2129 = —.
a
Donc ici : "
Z1%9 = —-
™m
Ainsi : m
29 = —/-
mzy
Or: a )
m(l —1
21 = 9
Donec : .
Zg = ———————.
m X m(;’)
Ainsi :
2m
Z g
7 mm(1 — i)
Comme :
m = v2e",
on a :
Im| = V2.
Donc :
mm = |m|* = 2
Alors :
2m
Z =
2T 2(1—1d)
1
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Donc :
m

T 1=
On multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué de 1 — ¢, c’est-a-dire par
147

22

m 142
29 = - X -
1—1 142
Donc :
m(1l+1)
o = 70— -
(1 —4)(1+414)
Or:
1—)(1+d)=1—-i>=1+1=2.
Ainsi :
m(l+2
22:<2).

2) Ecriture de z; sous forme exponentielle

Ona: 1
m(l —i
n=—0

m = v/2e?.

Or:

Donc :

V2e?(1 — i)

7HnH=—"">".

2

Ecrivons maintenant 1 — ¢ sous forme exponentielle.
Son module est :

11 —i] = /124 (=1)2 = V2.

Un argument de 1 — ¢ est :

T
1
Donc : A
1—i=+2e"%
Ainsi : ' .
V26" x \/2e%
21 =
2
Donc :
z = 2ei967i§
5 )

Par conséquent :

Finalement :

2
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Corrigé détaillé — Exercice 2, Partie 11

On rappelle que : A
m = \/2e?,
avec :
0 eR—{kr|keZ}.
Les points A, B, M, M; et M, ont pour affixes respectives :

a=1, b=-—1, m, 21, 2.
D’apres la partie I :
m(1l —1)
21 =
2
et L
29 = m< +Z)
2

1) Montrer que R(M;) = M,

T
La rotation R est de centre O et d’angle —.

T
Dans le plan complexe, une rotation de centre O et d’angle 5 transforme tout point d’affixe

z en un point d’affixe :

;T .
7 =e€2z2=1z.

Donc laffixe de R(M;) est :

'iZl.
Or: .
L _mli=i)
2
Donc :
, m(1 — 1)
121 =1
! 2
Ainsi : T 2)
. m(i—1
121 = T
Comme :
i? = -1,
on obtient :
. m(i+ 1)
12 = ——=
! 2
Donc :
: m(1+ 1)
1z = ———2.
! 2
Or : -
o — m(1 + z).
2
Donec :
iZl = Z29.
Ainsi :
R(M;) = M.
1
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2-a) Montrer que (M M;) L (OM;) et (MM,) L (OM)

On rappelle le critere suivant.
Si deux vecteurs ont pour affixes respectives u et v, avec v # 0, alors ces deux vecteurs sont
perpendiculaires lorsque :

u
— eR.
v
Autrement dit, le quotient est un imaginaire pur.
Premiere perpendicularité

—
L’affixe de MM est :

m — zi.
Or : 1
m(l—1
21 = 9
Donc :
m(1 — 1)
m—z;=m—
2
Ainsi :
2m —m(1 — 1)
m—z1 =
2
Donc :
m(2—1+1)
m—zy =
2
Par conséquent :
m(1+1i)
m—z = ——=.
! 2
Or : (1)
m(l+1
29 = —
Donc :

m — zZ1 = Z9.

L’affixe de OM; est :

21
Alors :
m — z1 Z9
21 B ;1
Or: m(1+414)
2 T
2 m(l2 i)
Donc :
n 1—i

En multipliant par le conjugué de 1 — ¢, on obtient :

14+4  (1+4)?
1—i  (1—d)(1+i)

(1+4)*=1+2i+4° =24,

2
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et :

Donc :

Ainsi :

1=l +i)=1-=2.

141

1_7/:2.

m—z= .
=1.

21

Comme ¢ est un imaginaire pur, on obtient :

(MMy) L (OMy).

Deuxieme perpendicularité

et :

L’affixe de MsM est :

Or :
Donc :
Ainsi :
Donc :
Or :

Donc :
P
L’affixe de OM, est :

Alors :

Or:

m — Zo.
ZQZm(l—i—z).
2
m(1l+1)
m—zg=m— ——=.
2
2m —m(1 + 1)
m — 29 = .
2
1—
m—ZQZm( Z>
2
1—
, _mli=i

m — 2o = 2Zq.

Z9.

m — 2o 21

) 2’2'
Z1 1—12

En multipliant par le conjugué de 1 + ¢, on obtient :

1 (1—1)?

1+i (1491 —1i)

(1—4)2=1-2i+i*=—2i,

(1+)(1—d)=1—4*=2.

3
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Donc :

Ainsi :

m — 2o

= —1.
22

Comme —7 est un imaginaire pur, on obtient :

(MMy) L (OMy).

2-b) Vérifier que OM; = OM; =1

Ona:

Or:

Donc :

Ainsi :

Comme :

on a .

De plus :

Donc :

Ainsi :

De méme :

Donc :

Et :

Ainsi :

OM1:’Z1‘.

Zl_m(l—z)
2

m(l —1

|Z1|_| 1-1)

mlll —1

o = Il =1

OM, =1.
OM2 = |22|.

-
L, = Mt

2

_ mllt+1
==

I1+i] =V12+12 =V/2.

|Z2|

V22
2

|22| = = 1.

4
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Donc :
OM2 == 1

Finalement :

(OM; = OM, = 1]

2-c) Déterminer la nature du quadrilatere OM; M M,

D’apres la question 1 :
R(M;) = M,
ou R est la rotation de centre O et d’angle g
Donc :
(OM;) L (OMy).

D’apres la question 2-a :
(MM,) L (OMy)

et :
(MMs) L (OMy).
Comme :
(MM) L (OM,)
et :
(OM;) L (OM,),
on déduit :
(MMy) [[ (OMs).
De méme, comme :
(MMs) L (OM,)
et :
(OM;) L (OM,),
on déduit :

(MMz) || (OMy).

Ainsi, dans le quadrilatere OM; M M, les cotés opposés sont paralleles.
Donc OM; M M, est un parallélogramme.
De plus :

(OMy) L (M M).

Donc ce parallélogramme possede un angle droit. C’est donc un rectangle.
Enfin :
OMl = 1

Et :
MlM = |m— Zl|.

Or, on a montré que :
m— 2y = 2.

Donc :
MlM = ’22|.
D’apres 2-b :

|Z2| =1.

5
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Ainsi :

On a donc :

MlM = 1

OM1 == MlM

Le rectangle OM; M M, possede deux cotés consécutifs égaux.

Donc :

3-a) Montrer que Re(m — h) =0 et Re(1 — hm) =0

On a:

Comme :

on obtient :

Donec :

Comme :

on a .

Ainsi :

Donec :

Ainsi :

D’autre part :

Donc :

Ainsi :

On calcule :

’OMlMMQ est un carré.‘

—1 2i0

\/581116’6

e = cos(26) + isin(26),
—1
V2sin 6
_ —icos(26) — i*sin(26)
B V2 sin 6 '

h:

(cos(26) + isin(26)) .

—1i cos(26) + sin(26)

V2sin 6

_ sin(26) . cos(260)
B V/2sin 6 V2sinf’

h:

sin(260) = 2sin 6 cos 6.

sin(20)  2sin6 cosd

V/2sin 6 B V/2sin 6

= v2cos?.

cos(26)
V2sinf’

m = v/2e”.

h=+v2cosf —i

m = V2(cos f + isin ).

m = 20080—1—2’\/5811&0.

2
h =+v2cosf +iv2sinf — (\/50080—@'608( 9)> .

V/2sin 6

6
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Donc : 0
m—nh=1 ZSine—l—i\C/O;iin)e.

. . cos(20)
—h= 2sin 0 .
m l (\/_ sin 6 + J2sin 0)

Ainsi :

Ce nombre est imaginaire pur.
Par conséquent :

Re(m — h) = 0.
Montrons maintenant que :
Re(1 — hm) = 0.
On a: ’
m= \/56_19.
Donc : )
—1 . .
W = 62z9 . \/56_20.
V/2sin 6
Ainsi :
i/
hm = Z\/_ e’
V/2sin 6
Donc : )
him = &
m sin 96
Or: ‘
e = cosO + isin#.
Donc :
b — —i(cos? + isin 9)‘
sin 6
Ainsi :
_ —jcosO +sinf
hm = -
sin 6
Donc : p
Wi =1 — o7
sin 6
Comme :
cos 6
cot) = ——,
sin @
on obtient :
hm=1-—1icotd.
Donc :
1—hm=1-(1—icoth).
Ainsi :

1 — hm =icot0.

Ce nombre est imaginaire pur.
Par conséquent :

Re(1 — hm) = 0.

7
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—h
3-b) Montrer que Re (a ) 0

m+1
On a:
a=1.
Donec :
a—h_ 1—h

m+1 m+1
Pour calculer la partie réelle, on multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué

dem—+1:
1—~h B (I—h)(m+1)

m+1 (m+1)(m+1)

Le dénominateur vaut :
(m+1)(m+1)=|m+ 1%

C’est un réel strictement positif, car m + 1 # 0.
Donc il suffit de montrer que le numérateur a une partie réelle nulle.
On développe :

(I1-h)(m+1)=m+1—hm—h.

Donc :
(1—=h)m+1)=(m—h)+ (1 — hm).
Or:
m=v2cost —iv2sin,
et : (29>
cos
=2 6 —1 )
V2 cos Z\/Esine
Donc : o
m—h=—1i 2sin9+if/oisiin)9.
Ainsi :

m— ( \/_s1n9+\/_;2§39>.

Ce nombre est imaginaire pur.
Donc :
Re(m — h) = 0.

D’apres la question 3-a :

Re(1 — hm) =

Par conséquent :
Re((1—=h)(m+ 1)) =0.

Re(l_h> 0.
m+1

Re(a_h>:O.
m+1

Donc :

Comme a = 1, on obtient :

8
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3-c) En déduire que (MH) L (AB) et (AH) L (MB)

On rappelle le critere suivant.

Si deux vecteurs ont pour affixes respectives u et v, avec v # 0, alors les deux vecteurs sont

perpendiculaires lorsque :

v
v
est imaginaire pur.
Montrons que (MH) 1L (AB)
L’affixe de Mﬁ est :
h —m.
D’apres 3-a :
Re(m — h) = 0.

Donc m — h est imaginaire pur.
Alors h — m est aussi imaginaire pur.
L’affixe de 1@ est :
b—a=-1-—1=-2.

Donc :
h—m
b—a
est encore imaginaire pur, car on divise un imaginaire pur par un réel non nul.
Ainsi :
(MH) L (AB).
Montrons que (AH) 1 (MB)
L’affixe de ﬁ est :
h—a=h-1.

L’affixe de ]\ﬁ est :
b—m=—-1—-—m=—(m+1).

Donc :
h—a h—1

b—m —(m+1)

Ainsi :
h—a 1—-~h

b—m m+1

1—-~h
Re< )zO.
m—+1

Or, d’apres la question 3-b :

Donc :
h—a
b—m
est imaginaire pur.
Par conséquent :
(AH) L (MB).
9
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h—Zl 1

4-a) Montrer que = 2(1 — cot 0)

|
Ona: '
L m(1l — Z)j
2
et : L
o — m(1+ z)'
2
Donc : (1+1) )
m(l+1 m(l —1
Z9 — 21 = 9 — 9 .
Ainsi : - .
o ml+) (=)
2
Donc :
m(217)
2o — 2] = )
2 — 21 9
Par conséquent :
29 — Z1 = 1M.
Comme : A
m = \/5619,
on obtient :

29 — 21 = iV2e?.

D’autre part :

— ,

h = 2i6

V2 sin 96
Et : .
m(l—14)  2e?(1—1)
21 = = .
2
Donc : ,
e (1 — 1)
7Hn=—"
V2

Alors : . " .
h— 2 = —i gy €(1—14)

V2sing” 2

ei@

NG :

On factorise par

Donc :

0 /b
R
h—z /2 \sinf

29 — 21 N i\/§€i9
En simplifiant par €, on obtient :
—ie?
—(1—2
h—z ( sin @ ( )>
Z9 — 21 N 21 ’
10
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Or :

e = cos@ + isinb.
Donc : .
—ie?  —i(cosf +isin0)
sinf sin 6
Ainsi : .
—jet? _ —icost +sind
sinf sin @
Donc : ,
—jet? cosf
=1—1 )
sin 6 sin 6
Comme :
cos 6
cot = ——,
sin @
on obtient : -
—‘w =1—idcotf.
sin 6
Alors : .
—ie? (1—i)=1—icoth —1+i
—(1—4)=1—4dcotf — 1.
sin 0
Donc : ,
(=)= (1~ cotf)
—(1—=14) =14(1 — cot 9).
sin 6

Par conséquent :
h—z  i(1—coth)

29 — 21 21
Finalement :
h — 21 1
= —(1 —cotf).
29 — 21 2( 0 )

4-b) En déduire que les points H, M; et M, sont alignés

D’apres la question 4-a :

Z _2 = ;(1 — cot ).
Or:
;(1 —cot ) € R.
Donc :
=2 g
29 — 21

Cela signifie que les vecteurs M1H et MlM; sont colinéaires.
En effet, leurs affixes respectives sont :
h — Z1
et :
Z9 — Z21.

Comme leur quotient est réel, les deux vecteurs sont colinéaires.
Donc les points H, M; et M; sont alignés.
Ainsi :

H, M, M, sont alignés.

11
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Corrigé détaillé — Exercice 3, Partie I

A. Résolution de I’équation 5u — 9v = 1 dans Z?

On considere ’équation :
(F): bu—9v=1.

1) Donner une solution particuliere (ug,v)) dans N?

On cherche deux entiers naturels ug et vy tels que :
5U0 - 91}0 =1.

On remarque que :
bhx2-9x1=10—-9=1.

Donc une solution particuliere dans N? est :

(uo,v0) = (2,1).

2) Déterminer ’ensemble des solutions de I’équation (F)

Soit (u,v) € Z* une solution de :

S5u — 9v = 1.

On sait que :

hx2—-9x1=1.
Donc :

S50 —9v=5x2—-9 x 1.

Ainsi :

5u — 10 = 9v — 9.
Donec :

5(u—2)=9(v—1).

Comme 5 et 9 sont premiers entre eux, d’aprés le théoreme de Gauss, puisque 5 divise
9(v — 1), alors 5 divise v — 1.

Donc il existe k € Z tel que :
v—1=D>5k.

Ainsi :
v =1+ 5k.

En remplacant dans I'égalité :
5(u—2)=9(v—1),

on obtient :

5(u—2) =9-5k.

Donc :
u—2=9k.

1
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et :

Ainsi :
u =2+ 9k.

Réciproquement, pour tout k € Z, posons :

u=2+9k
v =1+ bk.
Alors :
S5u—9v = 5(2+ 9k) — 9(1 + 5k).
Donc :

ou—9v =10 + 45k — 9 — 45k = 1.

Donc tous ces couples sont bien solutions.
Finalement :

S ={(2+9%,1+5k) | keZ}

3) Vérifier que 5" =6 [19]

On a trouvé :

Uy = 2.

Donc :

540 = 5% = 25.
Or :

25 =19 +6.
Donc :

25 =6 [19].

Par conséquent :

5% =6 [19].

B. Résolution de ’équation z*'*0 = 5 [19]

On considere dans Z ’équation :

(B): 22 =519

1) Soit = une solution de I’équation (F)

On suppose que :
22?0 = 5 [19).

2
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1-a) Montrer que z et 19 sont premiers entre eux et que z'®* =1 [19]

Supposons par ’absurde que x ne soit pas premier avec 19.
Comme 19 est un nombre premier, cela signifie que :

19 | z.
Donc :
x =0 [19].
Alors :
22926 = 0 [19)].
Mais on sait que :
2% =5 [19).
Cela donnerait :
0=5[19],

ce qui est impossible.
Donc :

x et 19 sont premiers entre eux.

Comme 19 est premier et comme x est premier avec 19, le petit théoreme de Fermat donne :
¥t =119].

Donc :

7' =1 [19].

1-b) Montrer que z'° =5 [19]

On remarque que :
2026 = 18 x 112 + 10.

Donc :
2026 18x112+10

Ainsi :
12026 _ ($18)112$10.

Or, d’apres la question précédente :

7' =1[19].

Donc :
()12 =112 =1 [19].

Comme :

%% =5 [19],

on obtient :

2% =5 [19).
Ainsi :

' =5 [19]

3
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1-c) En déduire que 2? =

D’apres la partie A, on a trouvé une solution particuliere :

de I’équation :

et :

Donc :

En multipliant par 2, on obtient :

Ainsi :

Donc :

Modulo 19, on a :

Donc :

Comme :

on obtient :

D’apres la partie A :

Donc :

On a montré que :

Or :

Et :

Donec :

[19]

(Uo,Uo) = (27 1)

S5u — 9v = 1.

5U() — 91)0 =1.

10“0 — 181)0 = 2.

1-d) Montrer que x =5 [19] ou x = —5 [19]

22 — o 10uo—18vo
10u0—18v0 _ iizzz_
N (xIO)uo
= (z18)vo
2% =5 [19]
% =119).
o 51;) [19]
1 =1,
z? = 5" [19].
5“0 =6 [19].
r* =6 [19].
2?2 =6 [19]
5% = 25.
25 = 6 [19].
r? = 5% [19]
4
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Ainsi :
r* — 52 =0[19)].

En factorisant :
(x —5)(z+5)=0[19].

Donc :
19| (x = 5)(x +5).

Comme 19 est un nombre premier, d’apres le théoreme de Gauss :

ou :

ou :

2)

ou :

19| (z —5)
19 | (x + 5).
Ainsi :
r =5 [19]
r = -5 [19].
Donc :
r=5[19 ou x=-5][19].
Montrer que si =5 [19] ou 2 = —5 [19], alors x est solution de (F)
Supposons que :
x =5 [19]
r = -5 [19].
Dans les deux cas :
2? = 25 [19).
Or:
25 = 6 [19].
Donc :
r* =6 [19]
Alors :
l,lO _ ({E2)5
Donc :
' = 6° [19)]
Calculons 6° modulo 19.
On a:
6% = 36.
Or:
36 = —2 [19].
Donc :
6'=(—2)*=4[19].
Ainsi :
6> =66
5
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Donc :

Or:
24 =5 [19].
Donc :
' =5 [19].
De plus, puisque :
x =5 [19]
ou :
r = -5 [19],
on a :
x # 0 [19].

Donc z et 19 sont premiers entre eux.
D’apres le petit théoreme de Fermat :

o' =1 [19].
Or:
2026 = 18 x 112 + 10.
Donc :
22026 _ o 18X112410
Ainsi :
2026 _ ($18>1121,1U'

Modulo 19, cela donne :
2?20 =112 5 [19].

Donc :
22?6 = 5 [19).

Ainsi x est solution de I’équation (FE).
Finalement :

2220 =5 [19] <= 2 =5 [19] ou z = —5 [19].

6
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Autre alternative pour 1-c

On a montré a la question précédente que :

2 =1 (mod 19)
et

7' =5 (mod 19).

Elevons cette derniére congruence au carré :

(x10)2 =5 (mod 19).

On obtient alors :

7* =25 (mod 19).

Or,
25 =19 +6,
donc
25=6 (mod 19).
Ainsi,

7 =6 (mod 19).
D’autre part,
2?0 = 218 x 2%
Par conséquent,
2?2 =6 (mod 19).
Comme
¥ =1 (mod 19),
on en déduit que
1x2*°=6 (mod 19).

Finalement,

r*=6 (mod 19).

1
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Corrigé détaillé — Exercice 3, Partie 11

On consideére une urne contenant 100 boules numérotées de 1 a 100, indiscernables au
toucher.

On tire une boule au hasard de cette urne.
On considere 'événement :

V : “Le numéro de la boule tirée est solution de ’équation (E)”.
D’apres la partie précédente, les solutions de I’équation (E) sont les entiers x tels que :
r=5 (mod 19)

ou :

r=-5 (mod 19).

Or :
—5=14 (mod 19).

Donc les numéros favorables sont les entiers compris entre 1 et 100 qui sont congrus a 5 ou
a 14 modulo 19.

1) Montrer que la probabilité de ’événement V est p =
0,11
Les nombres compris entre 1 et 100 qui sont congrus a 5 modulo 19 sont :
5, 24, 43, 62, 81, 100.

Il y en a donc 6.
Les nombres compris entre 1 et 100 qui sont congrus a 14 modulo 19 sont :

14, 33, 52, 71, 90.

Il y en a donc 5.
Ainsi, le nombre total de numéros favorables est :

6+ 5=11.

L’urne contient 100 boules, et comme les boules sont indiscernables au toucher, chaque boule
a la méme probabilité d’étre tirée.

Donec :
(V) = nombre de cas favorables
b ~ nombre de cas possibles
Ainsi : 11
p(V) = 100°
Donc :
p(V)=0,11.
1

Page 50/ 62 Moulay ELMOUKRIE



2) Déterminer la valeur minimale de n

Soit n € N*.

On effectue n tirages successifs avec remise de la boule dans l'urne.

Cela signifie qu’apres chaque tirage, on remet la boule dans 1'urne. Par conséquent, les
tirages sont indépendants et la probabilité de I’événement V' reste la méme a chaque tirage.

A chaque tirage, on a deux possibilités :

V' : le numéro tiré est solution de (F),

ou :
V : le numéro tiré n’est pas solution de (E).
Ona:
p(V) =0,11.
Donc : B
p(V) =1 p(V).
Ainsi :

p(V)=1-0,11=0,89.

On est donc dans un schéma de Bernoulli, car :

— on répete n fois la méme expérience ;

— chaque expérience possede deux issues : succeés V ou échec V ;

— les expériences sont indépendantes grace a la remise ;

— la probabilité du succes reste constante et vaut p = 0, 11.

On cherche la probabilité que 1'événement V' se réalise au moins une fois pendant les n
tirages.

L’événement contraire est :

“I’événement V' ne se réalise jamais”.

La probabilité que V' ne se réalise pas lors d’un tirage est :
0, 89.

Comme les tirages sont indépendants, la probabilité que V ne se réalise jamais pendant les

n tirages est :
(0,89)".

Donc la probabilité que V' se réalise au moins une fois est :
1 —(0,89)".

On veut que cette probabilité soit strictement supérieure a 0, 95.

Donc :
1—(0,89)" > 0,95.

On résout cette inégalité :
—(0,89)" > —0,05.

En multipliant par —1, le sens de I'inégalité change :

(0,89)" < 0, 05.

2
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On applique le logarithme népérien :

In ((0,89)") < In(0,05).

Donc :
n1n(0,89) < In(0, 05).
Or:
0<0,8 < 1.
Donc :
In(0,89) < 0.

En divisant par In(0,89), qui est négatif, le sens de I'inégalité change :

- In(0, 05)
n> ———-=.
In(0, 89)
Avec la calculatrice : 1n(0.05)

n

— 2 ~25,70.

In(0, 89) ’
Donc :

n > 25,70.

Comme n est un entier naturel non nul, la plus petite valeur possible est :

n = 26.

3
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Corrigé détaillé — Exercice 4

On consideére :

1 0 0
E={M(z)= 2 1l-z ; reR
??+2x —x z+1

1) Montrer que M (z)M(y) = M(x + y)

Soient x,y € R.

On a:
1 0 0
M(x) = - l—2z «x
2 +2r —x x+1
et
1 0 0
My =| v 1-y y

v+2y —y y+1

Calculons le produit M (z)M (y).
La premiere ligne donne directement :

(1,0,0)M(y) = (1,0,0).
Pour la deuxieme ligne :

Loy = 2° + (1 — 2)y* + 2(y* + 2y)
= 2? +y® — ay® + 2y® + 2zy

:x2+2xy—|—y2
= (v +1y)*
Ensuite :

Ly =(1—-2)(1—y)+z(-y)
=l—-y—z+ay—uay
=1—(z+vy).

Et :

Lys=(1-2)y+x(y+1)
=y—ryt+zrytx
=z+y.

Pour la troisieme ligne :

Ly = 2° + 2z + (—2)y* + (v + 1)(y° + 2y)
= 2%+ 2z — 2y’ + 2y + oy + 20y + 2y
= 2% 4 2oy + y* + 20 + 2y
=(z+y)+2(z+y).

1
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Puis :

Ly = (—z)(1 —y) + (z + 1)(~y)
=—r+ay—ay—yY

=—(z+vy).
Enfin :
Lys=(—x)y+ (x+1)(y+1)
=—ry+tryt+tr+y+1
=r+y+L
Donc :
1 0 0
M(x)M(y)( (z+y) l—(z+y) x+y )
(z+y)?+2z+y) —(z+y) x+y+1
Ainsi :

M(z)M(y) = M(x +y).

2-a) Montrer que ¢ est un homomorphisme et que ¢(R) =
E

On définit :

par :

Pour tous x,y € R, on a montré que :
M(z)M(y) = M(z +y).

Donec :

p(r)p(y) = p(z +y).

Ainsi :

¢ est un homomorphisme de (R, +) vers (M3(R), x).

De plus, par définition :

E={M(z); x € R}

Donc :

Page 54/ 62 Moulay ELMOUKRIE



2-b) En déduire que (F, x) est un groupe commutatif

On sait que :
E={M(x); x € R}.

D’apres la question 1 :
M(z)M(y) = M(z +y).
Comme r+y €R,ona:

M(z+vy) € E.

Donc F est stable pour la multiplication matricielle.
L’élément neutre est :

Donec :

I ek
Pour tout z € R :
M(x)M(—x) = M(x —x) = M(0) = I.

Donc l'inverse de M (z) dans E est :

M(z)™' = M(—=z).

La loi est associative car la multiplication matricielle est associative.
Enfin, pour tous z,y € R :

M(z)M(y) = M(x +y)

et :
M(y)M(z) = M(y + ).
Comme :
rT+y=y+uzx,
on obtient :
M(z)M(y) = M(y)M(z)
Donec :

(E, X) est un groupe commutatif.

3
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3-a) Montrer que (E — {I},T) est un groupe commutatif

On définit sur E la loi T par :

M(z)TM(y) = M(2zy).

D’abord, remarquons que :

I =M(0)
Donc :
E—{I} ={M(z); x € R*}.
Stabilité
Soient =,y € R*.
Alors :
xy # 0.
Donc :
2xy # 0.
Ainsi :

M(2zy) € E—{I}.
Donc E — {I} est stable pour T

Associativité

Soient x,y, z € R*.
On a:

(M(x)TM(y))TM(z) = MQ2xy)TM(z).

Donc :

(M(x)TM(y))TM(z) = M(2(2zy)z) = M (4zyz).
D’autre part :

M(z)T(M(y)TM(z)) = M(xz)TM(2yz).

Donc :
M(x)T(M(y)TM(z)) = M(22(2yz)) = M (4xyz).
Ainsi :

(M(2)TM(y))TM(2) = M(z)T(M(y)TM(2)).

Donc T est associative.

4
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Elément neutre
On cherche un élément M e) tel que :

M(z)TM(e) = M(z)

pour tout x € R*.
Or:

M (x)TM(e) = M(2xe).

On veut donc :

2ze = .
Comme z # 0, on divise par x :
2e =1
Donc :
1
2

L’élément neutre pour T est donc :

Symétrique

Soit M(x) € E — {I}, avec = # 0.
On cherche M(y) tel que :

2
Donc :
1
M(2zy) = M (2)
Ainsi :
2xy = =
Donc :
1
LI

Comme x # 0, ce réel existe et est non nul.
Ainsi, le symétrique de M (x) pour T" est :

(%),

5
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Commutativité

Pour tous z,y € R* :

M(z)TM(y) = M(2zy).

Or:
TY = YI.
Donc :
M (2zy) = M (2yx).
Ainsi :
M(z)TM(y) = M(y)TM(x).
Donc :

(E —{I},T) est un groupe commutatif.

3-b) Montrer que (F, x,T) est un corps commutatif

On veut montrer que E muni des deux lois x et T est un corps commutatif.
D’apres la question 2-b :

(£, %)
est un groupe commutatif.
Son élément neutre est :
I =M(0)
D’apres la question 3-a :
(B —{I},T)

est un groupe commutatif.
L’élément neutre de T est :

i (3)

Il reste a vérifier la distributivité de T par rapport a Xx.
Soient z,y, z € R.

On a:
M(y) x M(z) = M(y + 2).
Donc :
M(x)T(M(y) x M(z)) = M(x)TM(y + z).
Ainsi :

M(2)T(M(y) x M(z)) = M(2x(y + 2)).

6
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Or :

20(y + 2) = 2zy + 2x2.

Donc :

MQ2x(y + 2)) = M (2zy + 2z2).

D’apres la question 1 :

M (2xy + 2x2) = M (2zy) X M (2x2).

Donc :
M(z)T(M(y) x M(2)) = M(2zy) x M (2zz).
Or :
M (2xy) = M(x)TM(y),
et :
M(2xz) = M(z)TM(z).
Ainsi :

M(x)T(M(y) x M(z)) = (M(x)TM(y)) x (M (x)TM(z)).

Donc T est distributive par rapport a x.
Par conséquent :

(E, x,T) est un corps commutatif.

4-a) Montrer que (M(z))" = M(nzx)

Soit x € R.
On veut montrer que :

Vn € N, (M(x))" = M(nz).

On raisonne par récurrence.

Initialisation
Pour n=1":
(M(x))t = M(x)
Et :
M(1z) = M (z)
Donec :

La propriété est vraie pour n = 1.
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Hérédité

Supposons que, pour un certain n € N* :

Alors :

(M ()" = (M(2))"M ().
En utilisant ’hypothese de récurrence :

(M ()" = M(na) M (z).
D’apres la question 1 :

Donc :

M(nz)M(z) = M((n+ 1)x).

Ainsi :
(M (2))"* = M((n+1)z).

La propriété est héréditaire.

Conclusion

Par récurrence :

Vn € N, (M(x))" = M(nz).

4-b) Résoudre dans F 1’équation

00 0
X3—X?2=1|51 —-1}|.
31 —1

Comme X € F| il existe z € R tel que :
X = M(x).
D’apres la question 4-a :
X° = (M(x))* = M(3z),
et :

X2 = (M(z))? = M(2z).

Donc :

X3 — X? = M(3z) — M(2z).

8
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Calculons :

1 0 0
M(3z) = 922 1-3z 3z
922 +6x -3z 3z+1
Et :
1 0 0
M(2z) = 42 1-2z 2z
40 + 40 22 22 +1
Donc :
0 0
M(3z) — M(2z) = Y
522 +2r —z «x
On veut :
0 0 O 00 O
5a2 —r x| =151 —1
S5r2 +2x —x 3 1 —1
Par identification des coefficients, on obtient :
522 =5,
—x =1,
et :
r=—1
L’équation —z = 1 donne directement :
r=-—1

Vérifions que cette valeur convient :

et :

5x24+2r=5—2=23.

Tous les coefficients correspondent bien.

Donc :
r=-—1
Ainsi :
X =M(-1)
Calculons M(—1) :
9

Page 61 /62

Moulay ELMOUKRIE



Donc :

Finalement :

10
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