Corrigé détaillé — Exercice 1 — Partie I

On considere la fonction g définie sur |0, +-o0o[ par
g(t) = In(t) = (t = 1).

Soit
x €]0,+o00[\{1}.

On considére la fonction h définie sur |0, +oo[ par

g(z) 2
h(t) = t—1)" —g(t).
(0= 2 - 1 )
Il faut bien remarquer que dans la fonction h, la variable est t, tandis que x est considéré
comme un nombre fixé.

1. Montrer que h est dérivable et calculer h'(t)

La fonction
tes (t—1)2

est dérivable sur R.
La fonction g est dérivable sur |0, 4+o00[, car la fonction logarithme est dérivable sur cet inter-
valle.
Donc la fonction h, qui est une combinaison de fonctions dérivables, est dérivable sur |0, +oo].
On calcule d’abord la dérivée de g.

Comme
g(t) =In(t) — (t —1),
alors
=11
T =7
On peut écrire
‘(t) = 1 ¢t_1-¢
TW=3 7T
Donc 1
) _
)= ——o
g'(t) ;
Maintenant, on dérive h.
On a (@)
gz 2
h(t) = t—1)" —gl(t
(1) = (e = 10" ol
Comme z est fixé, le nombre
9(z)
(2 —1)?
est une constante.
Donc ()
g(x
h'(t) = 2t —1)—4'(¢
0= 2 =)~ g )
Ainsi,
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Or

Donc

On factorise par t — 1 :

Donc

(w—12 ¢

Vit €)0, 400,  H(t) = ( 29(@) 1) (t—1)

. Application du théoreme de Rolle

On veut montrer qu’il existe un réel § compris entre x et 1 tel que

glz) 1
(x—1)2 20
Calculons d’abord h(1).
On a
() = 251 = 17 = (1)
Donc
h(1) = 0 — g(1)
Or
g(1)=In(1)—=(1-1)=0-0=0.
Ainsi,
h(1) =0
Calculons maintenant h(z).
On a
hie) = 25 (o - 1P = glo)
Donc
W) = g(x) —g(x) =0
Ainsi,

h(1) = h(z) = 0.

La fonction A est continue sur 'intervalle fermé d’extrémités 1 et x, et dérivable sur 'intervalle

ouvert correspondant.

Comme h(1) = h(z), on peut appliquer le théoréme de Rolle.

Donc il existe un réel 6 strictement compris entre 1 et x tel que

1(6) = 0.

D’apres la question précédente,
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Donc 29(x) .
g(x
(@—1)2—’—&)(0_1):0'

Comme @ est strictement compris entre 1 et x, on a

0+#1.
Donc
0—1+#0.
Par conséquent,
2g(x) 1
- =0
w—172 "8
Alinsi,
29(x) 1
(x —1)2 7
En divisant par 2, on obtient
gle) 1
(x —1)2 20

3. Encadrement de 60

D’apres la question précédente, le réel 0 est strictement compris entre 1 et z.
Comme
x €]0, +oo[\{1},

on a deux cas possibles :
x>1 ou 0<z <l

Premier cas : x > 1
Si z > 1, alors 6 est strictement compris entre 1 et z. Donc

1<6<uz.

Dans ce cas,
r—1>0.

Donc, par définition de la valeur absolue,
lr—1] =z —1.
Calculons maintenant le membre de gauche de 'encadrement demandé :

r+1—]jz—-1 x4+1—-(x—1)
2 B 2 '

On simplifie :
r+l—(z—1)=zx+1—-az+1=2.

Donc

r+1—|z—-1]
5 =

1.

3
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Calculons maintenant le membre de droite :

r+1+jz—1 z+1+(x-1)
2 B 2 '

On simplifie :
r+14+x—1=2z.

Donc
r+1+|z—1
=z
2
Or, dans ce cas, on a déja
1<0<ua.

On peut donc écrire
r+1—|z—1| r+1+|z—1
5 <0< 5 :

Deuxiéme cas : 0 <z < 1

Si 0 <z <1, alors 6 est strictement compris entre x et 1. Donc
r<0<l.

Dans ce cas,
z—1<0.

Donc, par définition de la valeur absolue,
lz—1=—(z—-1)=1—x.

Calculons maintenant le membre de gauche de 'encadrement demandé :

r+1—-|z—1 2+1-(1-2)
2 B 2 ’
On simplifie :
r+1—(1—-2z)=2x4+1—-1+2z="2x.

Donc
r+1—]z—1]
5 —
Calculons maintenant le membre de droite :

x.

r+1+jz—1 z+1+(1—2)
2 B 2 '

On simplifie :
r+1+1—2=2

Donc
r+14 |z -1 .
5 =1.
Or, dans ce cas, on a déja
r <0<l
On peut donc écrire
z+1—|z—1| r+14|z—1]|
5 <0< 5 :

4
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Conclusion

Dans les deux cas possibles, on obtient le méme encadrement :

r+1—|z—1| r+ 14|z —1]
<l <
2 2
gl\x
4. Encadrement de (7)
—_1)\2
(x —1)
On vient de montrer que
r+1—|z—1| r+14|z—1]|
<l < :
2 2
Pour alléger I’écriture, posons
P +1—|z—1]
2
et 1 ]
g ttl+t |z — |
2
Alors
A<0<B.

De plus, comme z > 0, les nombres A, 6 et B sont strictement positifs.
On va transformer cet encadrement afin d’obtenir un encadrement de

1
20°
Comme
0<A<6<B,
on a, en prenant les inverses,
1 - 1 - 1
A~ 60 B
On peut réécrire cela dans 1’ordre croissant :
1 _ 1 _ 1
B 6 A

En multipliant par —%, qui est un nombre négatif, le sens des inégalités change :

1 - 1 - 1
2B 20 2A°

En remettant dans l'ordre croissant, on obtient

1 < 1 - 1
2A 20 2B’

Or, d’apres la question 2,
1 y(=)

20 (z—1)%
Donc

1 g(z) 1
24 (z—12 ~ 2B

5
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Remplacons maintenant A et B.

Comme
A:ycjtl—]yc—l\7
2
on a
2A=z2+1—|z—1].
Donc

1 1

_ﬂ__a:—i—l—h:—l\'

De méme, comme

1 _
B_®t + |z 1|7
2
on a
2B=z+1+|z—1]|.
Donc

1 1

2B z4l4|z—1]

Par conséquent,

1 g(x) 1
r+1—]z—1 (x—1)2 r+ 1+ |z —1|

Or
c+l+jz—1=]z—-1]+z+ 1.

Donc on peut aussi écrire 'encadrement sous la forme demandée :

1 g(x) _ 1
r+1l—|z—1  (xr—1)? e —1|+z+1

6
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Corrigé détaillé — Exercice 1 — Partie 11

On considere la fonction f définie sur |0, +-o0[ par :

et, pour tout

1-a. Calcul des limites

Limite lorsque z — 0"

Pour = # 1,
nz \>
o= ()
Lorsque
z— 0,
on a
Inr - —
et
r—1— —1.
Donc
Inz
— +00
z—1

Par conséquent,

Alinsi,

z—0t

Limite lorsque r — +o00

Lorsque
T — +00,
on écrit
Inz Inz T
r—1 z x-1

Or, d’apres le résultat classique du cours,

) Inz
lim — =0.
rz—+o0o

De plus,
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Donc

Par produit des limites,

Donc

Alinsi,

Interprétation graphique
Comme

lim f(x) = +o0,

z—0t

la courbe (C') admet une asymptote verticale d’équation

Comme
A S =0,

la courbe (C') admet une asymptote horizontale au voisinage de +oo, d’équation

y=0.

1-b. Continuité de f au point 1
Pour montrer que f est continue en 1, il faut montrer que

lim f(x) = f(1).

rz—1
Or
f)=1
Pour x # 1,
nz \°
On remarque que
Inz Inzx—Inl

r—1  x-1

Comme la fonction logarithme est dérivable en 1, on a

o Inz—Inl ,
g ———= (In)"(1).
Or
(In) (z) = -
x?
donc

(In)'(1) = 1.

2
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Ainsi,

. Inz
lim =1.
=1y — 1
Donc
) ) mnz \? 9
iﬂf(x)zi&)rl}(x_J =1°=1.
Comme

lim f(z) = f(1),

z—1

on conclut que

’f est continue en 1.‘

2-a. Montrer ’égalité demandée

Pour tout
x €]0, 1[U]1, +00],
on a )
Inz
Donc

On utilise I'identité remarquable
A2 —1=(A-1)(A+1),

avec

A Inx
r—1
Ainsi,
Inx Inzx
—1= —1 1
1= () ()
Or
hz  hr—(z-1)
r—1 N r—1
Mais
g(x) =Inz — (z —1).
Donc
nz  g(x)
r—1 S r—1
Par conséquent,
g(x) Inx
—1= 1 )
f(z) x—1<+x—1>

En divisant par x — 1, puisque x # 1, on obtient

f@) =1 gla) <Lkmx>

x—1 (x —1)2 r—1

() (5%)
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2-b. En déduire que [ est dérivable en 1

On doit étudier la limite du taux d’accroissement :

o 1) = £

z—1 r—1

Comme
f(1) =1,
cela revient a étudier
o @) =1
im
=1 —1

D’apres la question précédente,

= () (55)

On a déja montré que

lim In =1.
=1l —1
Donc
|
lim<1+ nx>:1+1:2.
x—1 rx—1

D’apres la Partie I, on a ’encadrement

1 g(x) 1
— < < = .
r+1l—|z—1  (z—1) v+ 1+ [z -1

Lorsque
r— 1,
on a
z+l—|z—1]—2
et
r+1+|z—-1]— 2
Donc
1 . 1
r+1—|z—1| 2
et

1
- - —-=.
r+ 1+ [z —1 2

Par encadrement,

TR 1)
z—1 (gj — 1)2 2
Ainsi,
TPAC) Rt SR (-1) = 1.
=1 -1 2
La limite existe et est finie. Donc f est dérivable en 1, et
7= -1
4
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2-c. Equation de la tangente au point d’abscisse 1

La tangente a la courbe (C') au point d’abscisse 1 a pour équation

y=f (U —-1)+ fQ1).

Or
(1) =-1
et
f(1)=1
Donc
y=—(r—1)+1
Ainsi,
y=—x+1+1.
Donc

(T): y=—x+2.

3-a. Dérivabilité de f sur |0,4+00[\{1} et calcul de f'(z)

Pour tout
z €]0, +00[\{1},

fw) = (;“_"”’1)2.

La fonction logarithme est dérivable sur |0, +o00[, et la fonction

on a

r—x—1
est dérivable sur R.
Comme
x # 1,
on a
x—1+#0.
Donc la fonction
. Inz
T
z—1

est dérivable sur |0, +oo[\{1}.
La fonction carré est dérivable sur R. Donc f est dérivable sur

10, +00[\{1}.
Posons !

u(z) = xn_xl'
Alors

fz) = u(z)?
Donc
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On calcule u/(z). Par la formule de dérivation d’un quotient :

Or

et

Donc

Ainsi,

u'(x) =

(Inz)(z—1) —Inz(x — 1)"

(z —1)?
(lnx)':;
(x—1)=1.
;o Hrx—1)—Inx
wiw) = (x —1)2
() =2 Inz *= —Inx

Simplifions maintenant le numérateur

On a

Donc

D’autre part,

Comme

on obtient

Donc

Par conséquent,

Finalement,

r—1

—Inz.

T
—1 1
T _q,. 1
T T

-1
L —lnz=1———Inz

T T

1 1
g()z—lnx——I—l.
x x

1 1
g()zl——lnx.
T x
r—1

1
—lnng().
T T

-1 (z—1)2"°

3-b. Montrer que

On veut montrer que

On distingue deux cas.

6
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Premier cas : z > 1

Si
x> 1,

alors, puisque la fonction logarithme est strictement croissante et que In1 = 0,
Inz >Inl=0.

Donc
Inz > 0.

De plus,
r—1>0.

Ainsi, le quotient de deux nombres strictement positifs est strictement positif :

Inz

> 0.

r—1

Deuxiéme cas : 0 < x < 1

Si
0<x <1,

alors, puisque la fonction logarithme est strictement croissante,
Inzx <Inl=0.

Donc
Inz < 0.

De plus,
r—1<0.

Ainsi, le quotient de deux nombres strictement négatifs est strictement positif :

Inz
> 0.
r—1
Dans les deux cas, on a bien
Inz
vV €]0, 1{U]1, +o0], > 0.

z—1

7
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Corrigé détaillé
Exercice 1 : fin de la Partie II
Exercice 2 : questions 2 a 5

Exercice 1 — Partie 11

On rappelle que
g(x) =Inz — (z — 1), x>0,

et que la fonction f est définie sur |0, +o0[ par

f)=1

() = (;“_ﬂ)Q-

D’apres les questions précédentes, f est dérivable sur |0, +oo[, avec

et, pour x # 1,

f/(l) = _17
et, pour tout z €]0, +oo[\{1},
F(z) = 2lnz 9 (i)
S -1 (z-1)%
On a également montré que
1
Yz €]0, +oo[\{1}. xn_‘”l > 0.

3-c. Signe de g et sens de variation de f

Etude du signe de g

La fonction g est définie sur |0, +o0o[ par
g(x)=Inz — (z —1).

Elle est dérivable sur |0, 4+o00[, et

1
!
— -1,
g (x) .

On met cette expression au méme dénominateur :

1—=x
/ —
g'(r) = —

Comme z > 0, le dénominateur = est strictement positif. Le signe de ¢'(z) est donc celui de
1—ux.
Ainsi :
gx) >0 si0d<z<l,
g(1) =0,
gd(x)<0 sixz>1

1
Page 14 /75 Moulay ELMOUKRIE



Par conséquent, la fonction g est strictement croissante sur ]0, 1], puis strictement décroissante
sur [1, 400
Calculons sa valeur en 1 :
g(l)=In1—-(1-1)=0.

La fonction g atteint donc en 1 sa valeur maximale, qui est égale a 0.

On en déduit que
Va €]0, +o0], g(z) <O0.

De plus, puisque g est strictement croissante avant 1 et strictement décroissante apres 1,
I’égalité g(z) = 0 n’est obtenue que pour x = 1.
Alinsi,

Va €]0, 400,  g(x) <0,

avec

g(z) =0 <= z=1.

Autrement dit,

vz €]0, +oo[\{1}, g(x) <0.

Sens de variation de f

Soit
x €0, +oo[\{1}.
On a ( )
, 2Inz 9 %
f(x):x—l (z—1)%

Etudions le signe de chacun des facteurs.
D’apres la question 3-b,

Inx
> 0.
r—1
Donc
2lnx
> 0.
r—1
Par ailleurs,
(x —1)* >0,
car v # 1.
Enfin, comme x # 1, on a
1
—#1
x
Or g(t) < 0 pour tout ¢ > 0 différent de 1. En prenant ¢ = 1, on obtient

i(2)<o
9(2)

(e—17
Le premier facteur de f’(z) est strictement positif, tandis que le second est strictement négatif.
Par conséquent,

Ainsi,

< 0.

Vz €]0, +oo[\{1}, f'(z) <0.

2
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Au point 1, on a déja montré que
f(1)=-1<0.

Finalement,

Vz €]0, +oo], f'(z) <O.
On en déduit que

f est strictement décroissante sur |0, +o0.

Son tableau de variation est donc :

0t 1 400

fla) [+oo (1IN 0

4. Résolution de I’équation f(x) ==z

On veut montrer que le réel 1 est la seule solution de I’équation

flz) =
sur |0, +o0.
On vérifie d’abord que 1 est une solution :
1) =1

Il reste a montrer qu’il n’existe aucune autre solution.

Premier cas : 0 <z <1

La fonction f est strictement décroissante sur |0, +ool.

Comme
T <1,
la décroissance de f donne
flx) > f(1)
Or
f)=1
Donc
flz)>1
Mais 0 < x < 1, donc
1>z
Par conséquent,
flz)>1>uz,
d’ou
fz) # .

Ainsi, I’équation f(x) = x n’admet aucune solution dans |0, 1.

3
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Deuxiéme cas : z > 1

Comme f est strictement décroissante et que x > 1, on a

flz) < f(1) =1

Or
x> 1.
Donc
flz) <1<u.
Par conséquent,
f(z) # .

L’équation f(x) = z n’admet donc aucune solution dans |1, 4o00].

Conclusion

Le réel 1 est solution, et il n’existe aucune solution différente de 1. Ainsi,

1 est I'unique solution de I’équation f(z) = x sur |0, +oo.

5. Représentation de la tangente (7') et de la courbe (C)

Rassemblons les résultats obtenus.
— La fonction f est strictement décroissante sur |0, +o00].
— On a

li = .
Jg, 7(@) = oo

La droite d’équation

x=0
est donc une asymptote verticale a la courbe (C).
— On a
A, f(@) =0
La droite d’équation
y=0

est donc une asymptote horizontale a la courbe (C) au voisinage de +o0.
— La courbe (C) passe par le point
A(1,1).

— La tangente a (C') au point A(1,1) a pour équation
(T): y=—-x+2.

— La courbe (C') rencontre la droite d’équation y = = uniquement au point A(1,1).
On obtient la représentation suivante. Le dessin est une représentation graphique approchée
servant a faire apparaitre les principaux éléments de la courbe.

4
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6-a. Existence et unicité de z,

Soit

n € N*.
On veut montrer que I’équation

flz)=mn

admet une solution unique z,, dans 0, 1].
Sur lintervalle |0, 1], la fonction f est continue et strictement décroissante.
De plus,
lim f(z) =400

z—07t
et
=1,
Ainsi, lorsque x parcourt |0, 1], la fonction f(z) prend toutes les valeurs de l'intervalle [1, +o0].
Or, puisque
n € N,
on a
n>1.

Donc n € [1, +o0l.
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins un réel x,, €|0, 1] tel que

flx,) =n.

De plus, comme f est strictement décroissante sur |0, 1], elle ne peut prendre une méme valeur
qu’une seule fois.

La solution est donc unique.

Alinsi,

Vn e N*,  Jlz, €]0,1] tel que f(x,) = n.

En particulier, pour n =1,

f(zy) =1.
Comme 1 est 'unique solution de f(z) =1, on a
;= 1.
Pour tout n > 2, on a
5
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6-b. Montrer que lim xz, =0

n—-400

Nous allons d’abord montrer que la suite (x,) est strictement décroissante.
Pour tout n € N*, on a

et
f(#ni1) =n+1.

Donc
f(xng1) > f(zn).

Or f est strictement décroissante.
Pour une fonction strictement décroissante, une plus grande valeur de la fonction correspond
a une plus petite valeur de la variable.
On obtient donc
Tpt1 < Tp.

Ainsi, la suite (z,) est strictement décroissante.

De plus,
z, > 0.
La suite (z,,) est donc décroissante et minorée par 0. Elle est par conséquent convergente.
Notons
(= lim =x,.
n—-+o0o
Comme
0<z, <1,
on a
0<r<1
Montrons que ¢ = 0.
Supposons, par 'absurde, que
> 0.
Dans ce cas,
¢ €]0,1].

Comme f est continue sur |0, +o0], elle est continue en ¢. Par conséquent,

lim f(x,) = f(0).

n—-+o0o

Le nombre f(¢) est un nombre réel fini.
Mais

f(zn) =n.
Donc

i FlEn) =l n = oo

On obtient une contradiction, car une méme suite ne peut pas converger a la fois vers le réel
fini f(¢) et vers +o0.
L’hypothese ¢ > 0 est donc impossible.
Ainsi,
(=0.

Par conséquent,

lim z, =0.
n—-+o00

6
Page 19/ 75 Moulay ELMOUKRIE



6-c. Relation vérifiée par z, et calcul de

Pour tout n € N*, on a

f(z,) =n.

Pour n >2, ona0 <z, <1, donc z, #1, et

s = (22)

(321) =

Ainsi,

En prenant la racine carrée, on obtient

Or, d’apres la question 3-b,

pour tout x > 0, x # 1.
Comme 0 < z,, < 1, on a donc

1
n(zn) > 0.
T, — 1

Par conséquent, la valeur absolue peut étre supprimée :

Remarque importante :

Vn > 2,

Pour n =1, on a x; = 1, et le quotient

In(zy)

ZEl—l

n

lim z,v/n
—+oo V1

n’est pas défini. L’égalité précédente est donc rigoureusement valable pour n > 2. Cela ne change
évidemment pas I’étude de la limite lorsque n — 4o00.

Calcul de nl_l)gloo Tp/n

Pour tout n > 2,

En multipliant par x,,, on obtient

D’apres la question 6-b,

.

zp In(z,)
Tp—1

x, — 0.

7
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On sait que

lim xlnxz = 0.
z—0t

On peut retrouver ce résultat sans utiliser aucune formule particuliere. En posant

1
X=-,
Xz

on a X — +oo lorsque z — 0T, et

zlnx = ihrl (1> = —%.

X X X
Or
. In X _0
Donc
lim zlnxz = 0.
z—0t
Ainsi,

x, In(z,) — 0.

D’autre part,
Tz, — 1 — —1.

Par quotient des limites,

lim EemEa) 0
n—+oo g, —1 —1
Finalement,
lim z,v/n =0.
n—-+00
8
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Exercice 2

Soit ¢ une fonction dérivable sur [0, 1], telle que ¢’ soit continue sur [0, 1].

2. Montrer que ¢’ est bornée sur [0, 1]

La fonction ¢’ est continue sur le segment [0, 1].
Or toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
La fonction

z— |¢'(2)]

est également continue sur [0, 1].
Elle admet donc un maximum sur ce segment.

Posons
M = ! .
max ¢ ()]
Alors
M >0
et, pour tout x € [0, 1],
' ()] < M.

Si 'on veut choisir M strictement positif méme dans le cas ou ¢’ est identiquement nulle, on
peut prendre
M =1+ max |¢'(2)].
+ max |¢'(z)]

Dans tous les cas, il existe un réel M > 0 tel que

Va € [0,1], | (z)] < M.

3. Montrer que |p(x) — (1) < M(1 — x)

Soit
z € [0,1].

Sixz =1, alors
et

L’inégalité est donc vérifiée.
Supposons maintenant que
0<z<l.

La fonction ¢ est continue sur [z, 1] et dérivable sur |z, 1].
D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe un réel ¢ €]z, 1] tel que

p(1) = o(z) = ¢'()(1 — ).
En prenant les valeurs absolues, on obtient
0(1) = @(z)| = |¢'(e)| L — xI.

Comme z < 1,
1—z=1—-ux.

9
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De plus, ¢ € [0, 1], donc, d’apres la question précédente,
¥'(c)] < M.

Par conséquent,
[p(1) = (z)| < M(1 — ).

Comme
(1) = p(2)] = |p(z) = ()],
on obtient
Ve e 0,1, ) — )] < M(1 - ).
: L,
4. Montrer que lim n j x o(x)dr = p(1)
On veut comparer X
n/o z"p(x) dz
a (1),
On écrit
o(x) = (o(z) = 9(1)) + (1)
Donc
n/o z"p(z)dr = n/o x”(gp(m) — go(l)) dx + ngo(l)/o " dx.
Or +1
/1 " dr = lx ] = 1
0 n+ll, n+l
Alinsi, X X
n [ amp@)de =n [ 2 (o) = p(1)) dz + (1)
Soustrayons ¢(1) :
w [ty — ey =n [ (o) — o) de+ (=2 = 1) ()
Or
n n—(n+1) 1
n+1 = n4+1 41
Donc ) ) .
n/o z"p(x)dr — (1) = n/o " ((p(x) - cp(l)) dx — ;Lpgr)l

En prenant les valeurs absolues et en utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient

n [ ae(@)de — ()| <n [ alo(a) - p(1)]do+ L2,
0 0 n+1
D’apres la question 3,
lp(z) — (1) < M(1 — )
Donc
Yon B L ong p(1)
n | a"o(x)der —p)| <nM [ 2"(1—z)dx+
0 0 n+1

10
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et

5.

et

Calculons l'intégrale :

1 1 1
/ 2"(1—z)dr = / 2" dr — / "t dz.
0 0 0

Ainsi,
1 1 1
"1—2z)dz = - )
/Ox( x) o n+1 n+ 2
On met au méme dénominateur :
1 I n+2—-(n+1) 1
n+1 n+2 (n+1)n+2) O+Dn+2)
Donc ) \ | (1)‘
n 2
" dr — (1) < )
’”/o e dr =) s Cofn Ty Yt
Or
) nM
lim =0
n—+oo (n+ 1)(n + 2)

Par encadrement,

Cela signifie que

1
lim n [ 2"p(z)dr = p(1).

n—+oo 0

Calcul des limites des suites (u,) et (v,)
Les suites sont définies par
Lont" &t
Up =
o 1+2¢

1

Uy = Q"Hn/i " Arctan(2x) dz.
0

Calcul de lim u,

ou

n—-+0o00
On écrit )
Up, = n/ t"o(t) dt,
0

1
e —
0= 175

La fonction ¢ est dérivable sur [0, 1], et sa dérivée

2

¢'(t) = Uty

est continue sur [0, 1].

11
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On peut donc appliquer le résultat de la question 4 :

lim n/o1 t"o(t) dt = o(1).

n—-+oo
Or ) )
)= — = —.
P=97573
Ainsi,

, 1

lim u, = —.

n—+o0o 3

Calcul de lim w,
n—-+o00

On a

-

Uy = Q”Hn/i " Arctan(2x) dz.
0

Pour ramener I'intégrale a l'intervalle [0, 1], on effectue le changement de variable

t = 2zx.
Alors
t
r=—
2
et 1
dr = = dt
2
Lorsque z =0, on a t = 0, et lorsque x = %, onat=1.
Alinsi,
LrgN™ dt
Up = 2"“71/0 (2> Arctan(t)i.
Or
2/ o’
Donc

n

Lt dt
vy = Q"Hn/ — Arctan(t)—.
0o 2" 2

Les facteurs constants donnent

1

2n+lx27X :]_

1
2
Par conséquent,

1
Uy = n/ t" Arctan(t) dt.
0

On pose
©(t) = Arctan(t).

Cette fonction est dérivable sur [0, 1], et

est continue sur [0, 1].

12
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On peut donc appliquer le résultat de la question 4 :

Jim 5, = (1),
Or .
(1) = Arctan(1) = n
Alinsi,
lim v, =—
n—+00
13
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Corrigé détaillé — Exercice 3
Nombres complexes
Soit
m e C*\ {1, —i}.

Partie 1
On considere dans C I’équation d’inconnue z :
(Bp): 2°— (1 + (1 + i)m)22 + ((1 +i)m + imQ)z —im?* = 0.
Pour simplifier les écritures, posons
P(z) = 2° — (1 + (1+ i)m>22 + ((1 +i)m + im2>z —im?.
Ainsi, résoudre ’équation (E,,) revient a résoudre

P(z)=0.

1. Montrer que 1 et m sont des solutions de (E,,)

Vérification pour z =1
Calculons P(1) :
P(1) =1~ (1+ (1 +i)m) + ((1+i)m +im?) — im?.
Développons :

P(1)=1-1—(1+i)m+ (1+4)m+im?* —im>.

Les termes s’annulent deux & deux :

1-1=0,

—(I+9)m+ (1 +i)m =0,
et

im? —im? = 0.

Par conséquent,

P(1) = 0.

Donc

1 est une solution de I’équation (E,,).

1
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Vérification pour z =m

Calculons maintenant P(m) :

P(m) =m® — (1 + (1 + i)m>m2 + ((1 +1)m + imQ)m —im?.

Développons chaque produit :

(1+ (14 i)ym)m? = m? + (1 + iym?,
et

((1 +i)m + imQ)m = (1 +i)m* +im®.
Ainsi,

P(m) =m® —m? — (1 +4)m® + (1 +i)m? +im> — im”>.

Regroupons les termes en m? :

m® — (14 i)m® + im® = (1 = (1 +14) +i)m*.

1—(14+d)+i=1—1—i+i=0.

3 g’annulent.

Regroupons maintenant les termes en m

Donc tous les termes en m
2.

—m? + (14 i)ym? —im? = (=14 1+i—i)m* =0,
Par conséquent,

P(m) = 0.

Donc

m est une solution de l'équation (E,).

En déduire I’ensemble des solutions de (E,,)

Nous savons que 1 et m sont deux racines du polynéme P.
Le moyen le plus simple consiste a remarquer que le polynéme peut étre factorisé sous la forme

P(z)=(z—=1)(z —=m)(z —im).

Vérifions cette factorisation.
On commence par développer

(z —m)(z —1m).
On obtient

2 2

(z—=m)(z —im) = 2" —imz — mz + im”°.

Donc

2
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(z—m)(z —im) = 2* — (1 + i)mz + im>.

Multiplions maintenant par z — 1 :
(z—1)(z—m)(z—im) = (2 — 1) <22 —(14+i)mz+ im2) :
En développant,
(z—1)(z—m)(z—im) ==z (2’2 — (14+4d)mz+ imQ)
- (22 — (1 +i)mz+ im2> :
Donc
(z—1)(z —m)(z —im) = 2° — (1 + i)m2* + im*z
— 22+ (1 +49)mz — im>.
Regroupons les termes de méme degré :
(z—=1)(z —m)(z —im) = 2> — (1 + (1+ i)m>22
+ ((1 +i)m+ im2)z —im?.
Il s’agit exactement du polynoéme P(z).
Ainsi,
P(z)=(z—=1)(z—=m)(z —im).
L’équation (E,,) devient alors
(z—=1)(z=m)(z—1im) = 0.

Un produit de nombres complexes est nul si et seulement si I'un de ses facteurs est nul. Donc

z—1=0
ou
z—m=020
ou
z—1im = 0.
Par conséquent,
z=1, zZ =m, zZ=1m

Ainsi, 'ensemble des solutions est

SE,) = {1, m,im}.

Les hypotheses
m # 0, m # 1, m # —i

garantissent que ces trois solutions sont deux a deux distinctes.
En effet :

m # 1,

3
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carm#QOeti#1, et

im # 1
car cela donnerait ]
m = - = —7:,
1
ce qui est exclu.
4
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Partie 11

A

A-1. Montrer les deux égalités demandées

On suppose désormais que

m e C\ {—i,i,—1,1}

et

|m| = 1.
Comme

‘m’ =1,
on a

mm = |m|* = 1.

Puisque m # 0, on peut diviser par m, d’ou

1
m= —.
m

Cette relation sera utilisée plusieurs fois dans la suite.

Premiere égalité

On veut montrer que

( m+1 ) m+1
14+im 14+wm
Autrement dit, on veut montrer que
( m+1 ) _ m+i
L+im/) 1+im’
Le dénominateur 1 + im est non nul. En effet,
1+im =20
entrainerait
m = —1,
puis
—1
m=-—=1,
1
ce qui est exclu par les hypotheses.
On utilise la propriété
U u
ERE
v v
)
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Ainsi,

et

Donc

Comme

on obtient

1+m=1+im=1—im.

(m+i>_ m—1
1+im/) 1—im

m =

)

1
m

(m—i—i)_;—i
1+im/) 1-21°

7
m
On multiplie le numérateur et le dénominateur par m :

car

De méme,

car

Ainsi,

D’autre part,

Comme

m—i

(m+i>_1—im
1+1m

1—im = —i(m+1),

—i(m +1i) = —im —i* =1 — im.

1+ im =i(m — 1),

i(m —1i) =im —i* = 1+ im.

1—im  —i(m +1)

m—1 m—1

m—+ 1 m—+1 _1m+i

1+im  i(m—i) im—i

6

Page 32/75

Moulay ELMOUKRIE



on a

On obtient donc bien

Par conséquent,

— =0.
1+wm

(m—l—i) m+1
1+1m

Cette égalité montre en particulier que le nombre

m—+ 1
1+wm

est un nombre réel, puisquun nombre complexe est réel si et seulement s’il est égal a son
conjugué.

Deuxieéme égalité

On veut montrer que

m+1 m+1
— + =
m—1 m-—1

0.

Les dénominateurs sont non nuls, puisque m # 1, et donc m # 1.
En utilisant

1
m=—,
m
on obtient
m+1  +1
T )

m—-1 =

On multiplie le numérateur et le dénominateur par m :

m+1_1+m

m—1 1—m
Or

l—-m=—(m-—1).
Donc

1+m_ m—+1

1-m  m-—1
Alinsi,

m+1__m~|—1

m—1  m-1

7
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Par conséquent,

Remarquons maintenant que

L’égalité précédente donne donc

Par conséquent,

m—+1

m —

est un imaginaire pur.

En effet, un nombre complexe Z est imaginaire pur si et seulement si

7 =-7.
m—1
A-2. Montrer que (1 +1) :
m —+1
Posons
m—1
Z:(1+@)m+i.

Le dénominateur m + 4 est non nul puisque m # —i.

Pour montrer que Z est un imaginaire pur, il suffit de montrer que

7z =-2Z.

Calculons 7 :

m 41
Or
1+:=1—1
Donc
m—1
Z =(1—1
( Z)m—z
Comme
o 1
m=—,
m
on obtient
1
= —1
Z=(1-i)0—.
E—Z
8
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On multiplie le numérateur et le dénominateur de la fraction par m :

— 1—m

Z—(l—z)l_im.
Or

l—-m=—(m-—1)
et

1 —im = —i(m +1).
Donc

o —m—1)

2=

Les deux signes négatifs s’annulent :

Zzl—im—l

i om+i
Calculons
1—1
p
On a
1—1 1
:7—7:——1:—1
; : i (1+414)
Donc
1 —1
Z:—(1+2)m .
m+1
Comme
—1
Z=(1+i)"
m -+
on obtient
7-—-2

Par conséquent,

m—1 L
(147) i est un imaginaire pur.
i

9
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B. Interprétation géométrique

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O,

A, B,C, E, F d’affixes respectives :

et

f= ;(1+i)(1+m).

On rappelle les deux criteres géométriques suivants.
Pour quatre points M, N, P,(Q, d’affixes respectives m,n,p,q, avec les dénominateurs non

nuls :

signifie que les vecteurs correspondants sont colinéaires.

De méme,

signifie que les vecteurs correspondants sont perpendiculaires.

m-—n
p—q

eR

m-—n
2

ciR

e —c m—+1

B-1-a. Montrer que

On commence par calculer e.

On a

Développons :

(1+4)(m —1i) = (1+3)m — i(1+1).

i(1+d)=i+i>=i—1.

Donc

Ainsi,

e:;<(1+i)m+1—i).

Calculons maintenant e — c.
Comme

e—b:

Y S
m— 1

e — ;(H—i)(m—i).

—i(l+id)=1—1.

10
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on a

1 . . .

e—c:§<(1—|—2)m—|—1—z> —1im
1
:5«1+@m+1—¢—%m)
Or
(I+i)m —2im = (1 —i)m.

Donc

e—c:;((l—z’)m—l—l—i).

On factorise par 1 — ¢ :

e—c:;(l—i)(qul).

Calculons maintenant e — b.
Comme

b=1,

on a

e—b=(A+i)m+1—i)—1

(A+iym+1-i-2)

N RN~

(1 +iym —1—1).

On factorise par 1 41 :

Ainsi,

€—C

e—b

|
N =[N0 —=
—~

Les facteurs % s’annulent :

e—c_l—im+1
e—b 14+im—1

Calculons

1—1
144
On peut multiplier le numérateur et le dénominateur par 1 — 7 :

1—i (1—4)?

14+i  (1+4)(1—1d)

11
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Or

et
(1+)(1—d)=1-4>=2
Donc
1—7 =2
= — = —
1+ 2
Finalement,

e—c¢ ,(m—f—l)
= —3—.
e—b m—1

B-1-b. En déduire que £ € (BC)

D’apres la question A-1,

m+1
m—1
est un imaginaire pur.
Il existe donc un réel A tel que
1
m+l_
m—1
Alors
1
i (m+> — —i(i)).
m—1
Comme
—i* =1,
on obtient
—i(iN) =
Donc

D’apres la question précédente,

Par conséquent,

Cela signifie que les vecteurs

12
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E? et ﬁ

sont colinéaires.
Les points F, C' et B sont donc alignés.

Alinsi,
E € (BC)
e—a 1 m— 1
B-2-a. Montrer que = —(l+21)——
R 2( ) m+1
On a
e=—(1+i)(m—1)
et
Donc

e—GZ;(l—l—i)(m—i)—m.

On met au méme dénominateur :

1
e—azﬁ((l%—i)(m—i)—Qm).
Développons :
(I4+)(m—i)=01+i)m+1—1.
Donc
1 _ .
e—azi((1+z)m+1—z—2m).
Or
(I+d)m —2m = (=14 )m.
Ainsi,

e—a=_-((-14+i)m+1—1).

N | —

On remarque que

(=1+im+1—-i=(@GE—-1)(m—1).
En effet,

(i—)m—-1)=@G—-Dm-(G—-1)=@G-m+1—i.

Donc

13
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e—a:;(i—l)(m—l).

D’autre part,

c—b=1im—1.

Or
i(m+1i) =im +i* =im — 1.
Donc
c—b=1i(m+1).
Ainsi,
e—a  3(i—1)(m—1)
c—b  di(lm+i)
Donc
e—a_lz'—lm—l
c—b 2 i m+i
Calculons
1—1
P
On a
7 —1 7 1
=-——-—=1—(—9)=1+1.
i G (i) =1+i
Par conséquent,
e—a 1

—p 2t (7:111)

B-2-b. En déduire que (AF) L (BC)

D’apres la question A-2,

m—1

14
( +Z>m+i

est un imaginaire pur.
En multipliant ce nombre par le réel %, on obtient encore un imaginaire pur.
Donc

1 m— 1
—(141 € iR.
2( +Z)m+i i

D’apres la question précédente,

Alinsi,

14
Page 40/ 75 Moulay ELMOUKRIE



est Daffixe du vecteur
et

est Daffixe du vecteur

BC.

Le quotient des affixes de ces deux vecteurs est un imaginaire pur. Les vecteurs E et B?
sont donc orthogonaux.
Par conséquent,

(AE) L (BO).

Comme F € (BC), on peut également en déduire que

(AE) L (EC).

Ainsi, le triangle AEC est rectangle en F, et

—

AEC =

™
B .

— . + )
B-3-a. Montrer que foc = —ZL.Z
f—a I +wm

On a

f:;O+OO+m)

Calculons d’abord f — c.

Comme

on obtient

f—c:;(l—l—z’)(l—i—m)—im.

On met au méme dénominateur :

(14+)(1+m) —2im).

N —

f-c=

Développons :

15
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(14+)(1+m)=1+i+(1+i)m.

Donc
f—c:;u+¢+u+@m—mmy
Or
(1+4)m —2im = (1 —i)m.
Ainsi,

(I4+i+(1—1i)m).

1
f—c—§

On remarque que

l+i+(1—i)m=(1—1d)(m+1).
En effet,

1-=iYm+i)=1—iym+i—i*=(1—9)m+1+i.

Donc

f—c:;ﬂ—ﬂ0n+ﬁ

Calculons maintenant f — a.

Comme
a=m,
on a
f—a:;ﬂ+ﬂﬂ+nw—m.
Donc
f—a= ;((1+i)(1+m)—2m).
En développant,
f—a:;u+i+u+om—2my
Or
(14+d)m—2m = (—=1+1i)m.
Donc

(1+i+(=1+9)m).

N —

f—a=

On remarque que

IL+i+ (=1+i)m=(1+4)(1+im).

16
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En effet,
(1+49)(14+im) =1 +i+im +i*m

=1+i+im—m
=1+i+(=1+17)m.

Ainsi,

foa= ;(1+i)(1+im).

On peut maintenant calculer le quotient :
f—c (1 —10)(m+1)
f—a %(1+i)(1+im)'

Les facteurs % s’annulent :
f—c 1—im+i

f—a 1+il+im’

Or nous avons déja montré que

1—1
- = —1.
1+
Donc
f—c .<m+i>
= —1 : :
f—a 1+im

B-3-b. En déduire que A, E.C, I’ sont cocycliques

D’apres la question A-1,

m+1
14+1m
est un nombre réel.
Il existe donc un réel p tel que
m+i
1+im M
D’apres la question 3-a,
f—c ,
= —il.
f=a= "
Le nombre —ip est un imaginaire pur. Donc
—c
/ € R.

f—a

Cela signifie que les vecteurs

ﬁ et ﬁél

sont perpendiculaires.

17
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Ainsi,

(FC) L (FA).

Le triangle AF'C' est donc rectangle en F, et

— T
AFC = —.
¢ 2

D’autre part, nous avons montré a la question 2-b que
(AE) L (BC).
Comme
E € (BC),
les droites (EC') et (BC') sont confondues. Donc
(AE) L (EC).
Ainsi, le triangle AEC est rectangle en E| et

—

AEC =

™
B .

On a donc
— — T
Les points E et F' voient donc le segment [AC] sous un angle droit.

D’apres la propriété du cercle de diametre [AC], tout point M tel que

— T
AMC = —
¢ 2

appartient au cercle de diametre [AC].

Ainsi, E et I appartiennent tous les deux au cercle de diametre [AC].

Les quatre points A, F/, C, F' appartiennent donc a un méme cercle.
Par conséquent,

A, E, C et F sont cocycliques.‘

18
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Corrigé détaillé — Exercice 4
Arithmétique

Partie 1

On considere dans Z x Z 1’équation

(E) : bxr — 6y = 2.

1. Résolution de I’équation (F) dans Z x Z

On veut montrer que I’ensemble des solutions de 1’équation
or — 6y =2
est

{(4+ 6k, 3+5k); keZ}.

Recherche d’une solution particuliere
On cherche d’abord un couple d’entiers (zg, yo) vérifiant
dxg — b6Yyy = 2.

On remarque que
b5x4—6x3=20—18 =2.

Ainsi,
(1‘07 ?Jo) = (47 3)

est une solution particuliere de I’équation (E).

Détermination de toutes les solutions
Soit (x,y) € Z* une solution quelconque de (E). On a donc
oxr — b6y = 2.
Comme le couple (4, 3) est également solution, on a
OX4—-6x%x3=2.
En soustrayant les deux égalités, on obtient
(5x —6y) — (x4 —6x3)=0.

Donc
5r — 20 — 6y + 18 = 0.
Ainsi,
5(z —4) —6(y — 3) = 0.
Par conséquent,
5(x —4) =6(y — 3).

1
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On a donc

6|5(x—4).
Or
ged(5,6) = 1.
D’apres le théoreme de Gauss, puisque 6 divise 5(z —4) et que 5 et 6 sont premiers entre eux,
alors
6| (x—4).
Il existe donc un entier k € Z tel que
xr — 4 = 6k.
Ainsi,
xr =4+ 6k.

En remplacant dans
5(z —4) =6(y — 3),

on obtient
5(6k) = 6(y — 3).
Donc
30k = 6(y — 3).
En divisant par 6,
y — 3 = k.
Ainsi,
y =3+ Hk.

Par conséquent, toute solution de (E) est de la forme

(x,y) = (4 + 6k, 3+ 5k), keZ.

Vérification réciproque
Réciproquement, soit k € Z et considérons le couple
(z,y) = (4 + 6k, 3+ 5k).
On calcule :
5x — 6y = 5(4 + 6k) — 6(3 + 5k)
= 20+ 30k — 18 — 30k
=2.

Donc tout couple de la forme
(4 + 6k, 3+ 5k)

est bien une solution de I’équation (E).
Finalement,

Stzy = {(4+ 6k, 3+5k) ; ke Z}.

2
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2-a. Valeurs possibles de d = ged(z, y)
Soit (z,y) une solution de 'équation (F), et soit
d = ged(z,y).
Par définition du plus grand commun diviseur,
d|z et d|y.

Donc
d| 5z

et
d | 6y.

Par conséquent, d divise toute combinaison linéaire entiere de 5z et 6y. En particulier,
d | (bx — 6y).

Or, puisque (z,y) est une solution de (F),
or — b6y = 2.

Donc
d|2.

Comme d est un entier naturel strictement positif, les seuls diviseurs positifs de 2 sont 1 et 2.
Alinsi,

d e {1,2}.

2-b. Déterminer les couples (z,y) pour lesquels d =1
D’apres la question 1, toute solution de (E) est de la forme
r=4+6k  y=3+5k  keZ

Nous allons étudier la parité de x et de y selon la parité de k.

Premier cas : k est pair

Supposons que k soit pair.
Il existe alors un entier q € Z tel que

k = 2q.

On obtient
r=4+6(2q¢) =4+ 12q.

Le nombre x est donc pair.
D’autre part,
y =3+ 5(2¢) = 3+ 10q.

Le nombre 10q est pair, donc 3 + 10q est impair. Ainsi,

y est impair.

3
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Comme z est pair et y est impair, leur plus grand commun diviseur ne peut pas étre égal a 2.
Or, d’apres la question précédente,
de {1,2}.

Puisque d # 2, on en déduit nécessairement

d=1.

Ainsi, lorsque k est pair, on a

ged(z, ) = 1.

Deuxieme cas : k est impair
Supposons que k soit impair.
Il existe alors un entier q € Z tel que
k=2q+1.
On a
r=44+6(2q+1)

=44+129+6

=10+ 12¢q

= 2(5+ 6q).

Donc x est pair.
De méme,

y=34+52¢+1)
=3+10¢+5
= 8+ 10¢q
= 2(4 + 5q).
Donc y est également pair.
Ainsi,

Par conséquent,

2| ged(z,y).
Or
de {1,2}.
Donc, dans ce cas,
d=2

Conclusion

On a montré que
d=1 <=k est pair.

En posant
k= 2q, q € 7,
on obtient
r=4+12q
et
y =3+ 10q.
4
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Par conséquent, les couples solutions de (E) pour lesquels z et y sont premiers entre eux sont

{(4+ 129,34+ 10q) ; ¢ € Z} .

)
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Partie 11

Soient
n €N, be N*\ {1} et p € N.

On considere ’écriture de n dans le systeme de numération de base b :

P
n= Zaibl,
i=0
ou
a; € N, 0<ag;<b
et

a, # 0.
On pose

Sp(n) = i a;.

Le nombre Sy(n) est la somme des chiffres représentant n dans le systeme de numération de

base b.

1. Montrer que Sy(n) =n (mod b — 1)
On a
p .
n= Z a;b’.
i=0
Comme
b=1 (modb—1),
on obtient, pour tout entier naturel ¢,
b'=1" (mod b—1).
Donc .
b'=1 (modb—1).
Par conséquent,
a;b' = a; (mod b—1).

En additionnant ces congruences pour

1=0,1,...,p,
on obtient
p P
> aib => a; (modb—1)
i=0 i=0
Or
p .
Z a;b' =n
i=0
et
p
> a; = Sy(n)
=0
Donc

n=.Sy(n) (modb-—1).
Autrement dit,

BN
=
I

n  (mod b—1).

6
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2-a. Montrer que n =0 (mod 4) et n =3 (mod 5)

On suppose que le couple
(S5(n), Sa(n))
est une solution de 1’équation
or — b6y = 2

et que les nombres S5(n) et Sg(n) sont premiers entre eux.
Posons

x = S5(n) et y = Sg(n).
Le couple (z,y) est donc une solution de (F), et
ged(z,y) = 1.

D’apres la question 2-b de la Partie I, les solutions de (E) dont les deux composantes sont
premieres entre elles sont de la forme

r =4+ 12q, y =3+ 10q, q €.

Alinsi,
Ss(n) =4+ 12¢.
Comme
4+ 12q = 4(1 + 3q),
on a

S5(n) =0 (mod 4).
D’apres la question 1, appliquée a la base 5, on a
Ss(n)=n  (mod 5 —1).

Donc
Ss(n) =n  (mod 4).

Comme

S5(n) =0 (mod 4),

on en déduit

n=0 (mod 4).

D’autre part,

Comme
10¢ =0 (mod 5),

on a

Se(n) =3 (mod 5).
D’apres la question 1, appliquée a la base 6, on a
Se(n) =n (mod 6 —1).

Donc
Se(n) =n  (mod 5).
Comme

Se(n) =3 (mod 5),

7
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on obtient

n=3 (mod5).

Finalement,

n=0 (mod 4),
n=3 (mod5).

2-b. En déduire que n =8 (mod 20)

On part du systeme

n=0 (mod 4),
n=3 (mod5).

La premiere congruence signifie que n est un multiple de 4.
Il existe donc un entier k£ € Z tel que

n = 4k.
On remplace cette expression dans la deuxieme congruence :

4k =3 (mod 5).

Or
4=—-1 (modb).
Donc
—k=3 (mod5).
En multipliant les deux membres par —1, on obtient
= -3 (mod 5).
Or
—3=2 (mod 5).
Donc
k=2 (mod 5).
Cela signifie qu’il existe un entier ¢ € Z tel que
k =5q+ 2.
Alinsi,
n =4k = 4(5q + 2).
Donc

n = 20q + 8.

Par conséquent,

n=28 (mod 20).

On peut également vérifier ce résultat en examinant les multiples de 4 modulo 20 :
0, 4, 8, 12, 16.
Parmi ces nombres, le seul qui soit congru a 3 modulo 5 est 8, car
8=3 (mod 5).

On retrouve donc

n=8 (mod 20).

8
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3-a. Calcul de S5(28) et S5(28)
Calcul de S5(28)

Pour calculer S5(28), on écrit 28 en base 5.
Les puissances de 5 utiles sont

50 =1, 51 =5,
On effectue la division de 28 par 25 :
28 =1x25+3.
Comme
3=0x5+3,
on obtient

28=1x524+0x5

Alinsi, I'écriture de 28 en base 5 est
28 = (103)s.

La somme de ses chiffres est donc

+ 3.

S5(28) =140 + 3.

Par conséquent,

S5(28) = 4.

Calcul de S54(28)

Pour calculer Sg(28), on écrit 28 en base 6.
On effectue la division euclidienne de 28 par 6 :

28 =4 x6+4.

Ainsi,

28 =4 x 6" +4 x 6°.

L’écriture de 28 en base 6 est donc

28 = (44)s.
La somme de ses chiffres est
S6(28) =4+ 4.
Par conséquent,

Finalement,

(S5(28), 55(28)) = (4,8).

9
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3-b. Le couple <S5(28), 56(28)> est-il solution de (F)?

On a trouvé

S5(28) =4
et
Le couple a tester est donc
(4,8).
Pour qu’il soit solution de I’équation
oxr — 6y = 2,

il faudrait que
5x4—6x8=2.

Calculons :

5x4—6x8=20—48.
Donc

Hhx4—6x8=-—28.
Or

—28 £ 2.

Par conséquent, le couple (4, 8) n’est pas une solution de 'équation (F).
Ainsi,

(85(28), 56(28)) n’est pas une solution de 1’équation (F).

Remarque importante :
La congruence
n=28 (mod 20)

obtenue a la question 2-b est une condition nécessaire pour que

(S5(n), Sa(n))

soit une solution de (F) avec S5(n) et Sg(n) premiers entre eux.
Cela ne signifie pas que tout entier n vérifiant

n=8 (mod 20)

convient nécessairement.
En effet,
28 =8 (mod 20),

mais le couple

(S5(28), S6(28)) = (4,8)

n’est pas solution de (F).
La réciproque est donc fausse.

10
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Corrigé détaillé — Exercice 4 — Partie III
Probabilités

Enoncé et rappel

On considere une urne contenant 25 boules numérotées de 1 a 25, indiscernables au toucher.
On tire successivement, avec remise, deux boules de cette urne.
On note

(z,9)

le couple obtenu, ou :
— x est le numéro de la premiere boule tirée;
— y est le numéro de la deuxieme boule tirée.
On considere 1’événement

V. «le couple (z,y) obtenu est une solution de I’équation (E) »,

ou
(E) : br — 6y = 2.

D’apres la Partie I, 'ensemble des solutions entieres de I’équation (E) est

{(4+6k, 3+5k); keZ}.

1. Calcul de la probabilité de I’événement V

Détermination de 'univers

N

A chaque tirage, on peut obtenir I'un des 25 numéros
1,2,...,25.

Le premier tirage donne 25 possibilités.

Comme le tirage se fait avec remise, la boule tirée en premier est remise dans I'urne avant le
deuxieme tirage. Le deuxieme tirage donne donc également 25 possibilités.

Le résultat de ’expérience est un couple ordonné

(z,y).
Il est important de préciser que 'ordre compte : par exemple,
(4,3) # (3,4),

car x représente le numéro de la premiere boule et y celui de la deuxieme boule.
Le nombre total de couples possibles est donc

25 x 25 = 625.

Ainsi,

Q[ = 625.

Comme les boules sont indiscernables au toucher et que chaque boule a la méme probabilité
d’étre tirée, les 625 couples sont équiprobables.

1
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Détermination des couples favorables

L’événement V' est réalisé lorsque le couple (x,y) vérifie

oxr — b6y = 2.

D’apres la Partie I, les solutions entieres sont données par

r =4+ 6k
et
y =3+ bk,
ol
keZ.
Cependant, les numéros des boules sont compris entre 1 et 25. On doit donc imposer
1<x<25
et
1 <y <25.
En remplacant x par 4 4+ 6k, on obtient
1 <4+ 6k <25,
Cette double inégalité donne
1 <4+ 6k
et
4+ 6k < 25.
La premiere inégalité donne
6k > —3,
donc )
k> —=.
- 2
La deuxieéme inégalité donne
6k < 21,
donc 91 7
E<—=-—.
-6 2
Ainsi,
LT
27 T2
Comme k£ est un entier, on obtient
ke {0,1,2,3}.

Vérifions également la condition portant sur y.
On doit avoir

1 <345k <25.
Cela donne
1 <3+ 5k

2
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et

3+ 5k < 25.
La premiere inégalité donne
S5k > =2,
donc 5
k>—-.
— 5
La deuxieéme inégalité donne
S5k < 22,
donc 99
E<—.
-5
Alinsi,
2 o2
5= — 5
Comme k € Z, cette condition donne
ke {0,1,2,3,4}.

Pour que les deux conditions sur = et y soient satisfaites simultanément, il faut donc
ke {0,1,2,3}.

Calculons les couples correspondants.

Pour k=0
r=44+6x0=4
et
y=3+5x0=3.
On obtient
(4,3).
Pour k=1
r=4+6=10
et
y=3+5=28.
On obtient
(10, 8).
Pour k=2
r=4+12=16
et
y=3+10=13.
On obtient
(16, 13).
3
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Pour k=3

r=4+18 =22
et
y=3+15=18.
On obtient
(22,18).

Les couples favorables sont donc
(4,3), (10,8), (16,13), (22,18).

Il y a donc exactement 4 issues favorables.
Ainsi,

V] = 4.

Calcul de la probabilité
Puisque les 625 couples possibles sont équiprobables, on a

nombre de cas favorables

P(V) = y
V) nombre total de cas possibles

Donc

PV) =

625
Or
625 = 5*
et 4

— = 0,00064.

625 ’
De plus,

0,0064 = 64 x 107,

Par conséquent,

4

P(V)=— = 4=64x10""
(V) 6on 0,006 64 x 10
Ainsi, en notant
p=P(V),
on obtient bien
p=64x10""

2. Probabilité que I’événement V' se réalise exactement deux
fois

On répete 'expérience précédente 10 fois successivement.
Apres chaque expérience, les deux boules tirées sont remises dans I'urne.

4
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Pourquoi s’agit-il d’un schéma de Bernoulli ?

A chaque répétition, il n’y a que deux résultats possibles relativement & I'événement étudié :
— D’événement V se réalise : c¢’est un succes;
— P’événement V ne se réalise pas : ¢’est un échec.
La probabilité du succes reste constante a chaque répétition, car les boules sont remises dans
I'urne apres chaque expérience.
Elle vaut
p=P(V)=064x 107"

La probabilité de ’échec vaut donc
l—p=1—-64x10""

De plus, grace a la remise, les différentes répétitions sont indépendantes : le résultat d’une
expérience ne modifie pas les probabilités des expériences suivantes.
On a donc un schéma de Bernoulli de parametres

n=10 et p=64x10""

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de réalisations de I’événement V' au cours des 10
expériences.

Alors
X

suit une loi binomiale de parametres
10 et p=64x10""%

On écrit

X ~B (10,64 x 107").

Calcul de la probabilité de deux réalisations exactement

On cherche
P(X =2).

Pour une variable aléatoire suivant une loi binomiale

B(n, p),
on a
Py =0 = ()
Ici,
n =10 et k=2
Donc

Calculons le coefficient binomial :
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Ainsi,

10\ 10
_0x9 e
9 2% 1

p=064x107",

Comme

on obtient ) o
P(X =2)=45(64x107*)" (1 =64 x 107")".

Par conséquent,

P(X=2)=45(64x 107)" (1 - 64x 107"

Le développement numérique n’étant pas demandé, cette expression est la réponse exacte
attendue.

A titre indicatif seulement, on a
P(X = 2) ~0,00175009.

En pourcentage,
P(X =2) ~0,1751%.

Mais la forme exacte demandée est

45 (64 % 107)" (1 - 64 x 1074)".

6
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Corrigé détaillé — Exercice 5
Structures algébriques

On rappelle que

(M?) (R)a +> X)
est un anneau unitaire non commutatif, dont I’élément nul est
0 00
O=10 0 0
000
et dont I’élément unité est
100
I=10 10
0 01
Soit
ae R\ {1}
Ainsi,

a>0 et a # 1.

Pour tout réel x, on pose

a® a*—1 0
M(z)=10 1 0
0 0 a®

On considére ’ensemble

E={M(z)|zeR}.

1. Montrer que E est stable pour le produit matriciel

Pour montrer que E est stable pour le produit matriciel, il faut vérifier que le produit de deux
éléments quelconques de E appartient encore a F.

Soient donc

avec
z,y € R.
On a
at a*—1 0
M(z)=1|0 1 0
0 0 a®
et

Calculons leur produit :

1
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Calculons chaque coefficient.

Le coefficient de la premiere ligne et de la premiere colonne est

a®-a’+ (a®*—1)-0+0-0=a"".

Le coefficient de la premiere ligne et de la deuxieme colonne est

a®(a = 1)+ (a®—1)-140-0.

Donc
a®(a — 1)+ (a® = 1) =a""¥ —a" +a" — 1
=a*tv — 1.

Le coefficient de la premiere ligne et de la troisieme colonne vaut

0.

La deuxieéme ligne du produit est
(0 1 0).
Enfin, le coefficient de la troisieme ligne et de la troisieme colonne est

a®a¥ = a* ",

Ainsi,
a*tv o™ -1 0
M(x)M(y)=1| 0 1 0
0 0 a*ty

Or, par définition,
az+y am+y —1 0

Mxz+y)=| 0 1 0
0 0 a®ty
Donc
M(z)M(y) = M(x +y).
Comme
r+yeR,
on a
M(z+vy) € E.

Par conséquent,

VM(x), M(y) € E,  M(x)M(y) € E.|

Ainsi,

’E est stable pour le produit matriciel. ‘

2
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2-a. Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R, +) vers (F, X)

On considere 'application
o:R—F

définie par
Vo € R, o(x) = M(x).

Pour montrer que ¢ est un isomorphisme de
(R, +)

vers

(E7 X)’

il faut montrer que :

1) ¢ est un morphisme;
2)  est injective;
3) ¢ est surjective.

1) ¢ est un morphisme

Soient
On a

D’apres la question précédente,

Or
M(z)=p(x) et M(y)=p(y)
Donc
p(r +y) =p(r) X o(y).
Ainsi,

Ve,y eR, oz +y) = p(x)p(y).

L’application ¢ est donc un morphisme de

vers

3
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2) ¢ est injective

Soient
r,y € R
tels que
o(x) = »(y)
Cela signifie que
M(z) = M(y)

Donc

a® a*—1 0 ay a¥—1 0

0 1 0[=10 1 0

0 0 r 0 0 a¥y

En comparant, par exemple, les coefficients situés a la premiere ligne et a la premiere colonne, on
obtient

Comme

la fonction

est strictement monotone sur R, donc injective.

Ainsi,

Par conséquent,

© est injective.

3) ¢ est surjective

Par définition,
E={M(z)|z e R}

Soit
X eFE.
Alors il existe un réel x tel que
X = M(z)
Or
M(z) = o(x)

Donc tout élément de E posséde un antécédent par ¢.

Ainsi,

’gp est surjective.‘

4
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Conclusion

L’application ¢ est un morphisme bijectif. Elle est donc un isomorphisme.

Par conséquent,

¢ est un isomorphisme de (R, +) vers (E, x).

2-b. En déduire que (E, X) est un groupe commutatif
On sait que
(R, +)

est un groupe commutatif.

Or
v: (R,+) — (E, x)

est un isomorphisme.

Un isomorphisme conserve la structure algébrique. Par conséquent,
(£, %)

est également un groupe commutatif.

On peut aussi retrouver directement ses principaux éléments.

Elément neutre

L’élément neutre de (R, +) est 0. Son image par ¢ est

©(0) = M(0)
Or
a’ =1
Donc
1 1—-1 0 1 00
MoO)=|o 1 o|l=|0o10|=1
0 0 1 0 01
Ainsi, I’élément neutre de (F, x) est
[ = M(0)
Inverse d’un élément
Soit
M(x)e E
On a

Donc l'inverse de M (x) est
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Commutativité

Pour tous =,y € R,
M(z)M(y) = M(z +y).

Comme 'addition dans R est commutative,

r+y=y+zx.
Donc
M(z+y) =My +z).
Ainsi,
M (x)M(y) = M(y) M (z)
Finalement,

(E, x) est un groupe commutatif.

3. Dans cette question, a =5

On pose
1ou
25 25
A=1|0 1 0
0 0 -
25
et
25 24 0
B=10 1 0
0 0 25
Lorsque a = 5, on a
5* 5" —1 0
M(z)=10 1 0
0 0 5*
3-a. Vérifier que Ac F et Be E
Etude de la matrice A
On remarque que
1
— =52
25
De plus,
1 1-2 24
5’2—1———1—75———
25 25 25
Ainsi,
1 24
52 52—-1 0 % 95
M(-2)=10 1 01=10 1 0
0 0 572 1
0 0 —
25
6
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Donc

A= M(-2)
Comme
-2 € R,
on en déduit
AcE.
Etude de la matrice B
On remarque que
25 = 52
et
24=25—-1=5%—1.
Ainsi,
5 52—-1 0 25 24 0
M2)=1{0 1 O|l=10 1 0
0 0 52 0 0 25
Donc
B = M(2).
Comme
2 € R,
on en déduit
BekFE.

Finalement,

A=M(-2)€E e B=M(2)€EE.

3-b. Résoudre dans E 1’équation A°X°® = B2026

On cherche une matrice

XeFE
telle que
AE)XG — 32026.
Comme X € F, il existe un réel t tel que
X = M(t)

On a montré que

On utilise la relation
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En effet,

puis, par répétition,

Ainsi,

De méme,

et

L’équation

devient donc

Or

Donc

Comme 'application

est injective, on obtient

Donc

Ainsi,

Par conséquent,

s,
I

M(t)® = M(6t),

A5X6 — BQOQG

M (6t — 10) = M (4052).
t — M(t)
6t — 10 = 4052.
6t = 4062.

4062
e

X = M(677).

La solution est unique, car le réel ¢ obtenu est unique.

Ainsi,

Explicitement,

X = M(677).

B2 — \[(2)2026 = 1[(2026 x 2) = M(4052).

M(—10)M (6t) = M (4052).

M(—10)M(6t) = M(—10 + 6t).

5677 5677 -1 0

X=120 1 0

0 0 5677

8
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4. Etude de la loi T

On définit sur E une loi de composition interne 71" par

V(z,y) € R?, M@TM@:M(%)

Il faut bien distinguer les deux lois utilisées sur F :

M(x) x M(y) = M(z +y)
et

M(z)T M(y) = M (j%) .

4-a. Montrer que (F \ {I},T) est un groupe commutatif

On sait que
I = M(0).

Comme 'application z — M (x) est injective,

M(z)#1 <= M(x)#M(0) <= z#0.

Ainsi,

EN{I} ={M(z) [z e R"}.

Pour montrer que

(E\{1},T)
est un groupe commutatif, nous allons vérifier successivement :
1) la stabilité;
2) lassociativité;
3) lexistence d’un élément neutre;
4) Texistence d'un symétrique pour chaque élément ;
5) la commutativité.

1) Stabilité

Soient
M(z), M(y) € E\{I}.
Alors
x#0 et y # 0.
On a
M@TM@zM(%)
Comme

x#0,  y#0 et V20,

9
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on a

Donc

Ainsi,

Par conséquent,

2) Associativité

Soient
Calculons d’abord

On a

Donc

Ainsi,

D’autre part,

Donc

Ainsi,

Donc

Ty

M (%) £ M(0) = 1I.

M(z)T M(y) € E\{I}.

E\ {I} est stable pour la loi T

M(z) T M( ):M(%).
(M(2)T M(y)) T M(z) = M (""”é) T M(z)
v Ly
(s )

(M(2)T M(y)) T M(z) = M(z) T (M(y) T M(z)).

] T est associative. ‘

10
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3) Elément neutre pour la loi T

Cherchons un élément
M(e) € E\{I}

tel que, pour tout = # 0,
M(x)T M(e) = M(x).

On a

M(2)T M(e) = M (j‘%) .

Comme 'application ¢ — M (t) est injective, I’égalité

équivaut a

e _

5B
Comme x # 0, on peut diviser par z. On obtient

e

— =1,

V2
donc

e =2
L’élément neutre pour la loi T" est donc

M(V2).
Vérifions :

2
M(z)T M(V2) =M (%) — M(z)
De méme,
2
M T M) =3 () = arGo

Comme

V2#0,
on a

M(V2)# 1

Ainsi,

P’élément neutre de (E\ {I},T) est M(V/2).

4) Symétrique d’un élément

Soit
M(z) € E\{Il}.
On a donc
x # 0.
11
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Cherchons un réel y # 0 tel que

On a

Ty
5= V2.
Donc
Ty =2
Ainsi, )
y=—.
x
Comme z # 0,
2 4
Donc 9
M (m) € E\{I}.
Vérifions : ) L
Donc
2 2
M(z)T M (x) Y (ﬁ)
Or 5
ﬁ = \/5
Ainsi,
M@ﬂ%ﬂi):M@@.

Donc le symétrique de M (z) pour la loi T est

5) Commutativité

Soient
M(z), M(y) € B\ {T}.
On a

M(z)T M(y) = M (j%) .

12
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Comme la multiplication des réels est commutative,

xy = yx.
Donc
Yy yx
M|l—=|=M[>—=].
()~ (73)
Ainsi,

M(z) T M(y) = M(y) T M(x).

Par conséquent,

’ T' est commutative. ‘

Conclusion

La loi T est stable et associative sur E\{I}, elle posséde un élément neutre M (y/2), chaque élément
possede un symétrique, et elle est commutative.

Ainsi,

(E\{I},T) est un groupe commutatif.

4-b. Montrer que (E, x,T) est un corps commutatif

Attention a I'interprétation des deux lois :

— la loi X, qui est ici le produit matriciel, joue le réle de I'addition du corps;
— la loi T" joue le réle de la multiplication du corps.

Pour montrer que

(B, x,T)

est un corps commutatif, il faut vérifier les propriétés suivantes :
1) (F, Xx) est un groupe commutatif ;
2) (E\{I},T) est un groupe commutatif;
3) la loi T est distributive par rapport a la loi x.

1) Groupe commutatif pour la premiére loi

D’apres la question 2-b,

(E, x) est un groupe commutatif.

Son élément neutre est

I = M(0).

Dans la structure de corps considérée, la matrice I joue donc le role de I’'élément nul.

13
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2) Groupe commutatif pour la seconde loi

D’apres la question 4-a,

(E\{I},T) est un groupe commutatif.

Son élément neutre est

M(V2).

Dans la structure de corps considérée, M(1/2) joue donc le role de I’élément unité.

3) Distributivité de 7" par rapport a x

Soient
M(z), M(y),M(z) € E.

On veut montrer que

M ()T (M(y) x M(2)) = (M(2) T M(y)) x (M(x) T M(z)).

Commencons par le membre de gauche.

Comme
M(y) x M(z) = M(y + ),

on a

M ()T (M(y) x M(2)) = M(z) T M(y + 2)

- M <$(y\/gz)> .

En utilisant la distributivité de la multiplication réelle par rapport a I’addition réelle,

z(y+2) =xy+ 2.

Donc oy+s) oy, 2z
V2 V2 V2
Ainsi,
M(x) T (M(y) x M(2)) = M (% + %) .
> M(u+v) = M(u) x M(v)
En prenant o L w
V2 V2
on obtient
v ) () ()
= (M(x)T M(y)) x (M(x)T M(=)).
Donc

14
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La loi T" est donc distributive a gauche par rapport a x.

Comme T est commutative, la distributivité a droite en découle également. En effet,

(M(y) x M(2)) T M(x) = M(2) T (M(y) x M(2))
M(z)T M(y)) x (M(x)T M(2))

(M(
(M(y)T M(x)) x (M(2)T M(x)).

Ainsi, T est distributive par rapport a x.

Conclusion

On a montré que :

(B, %)

est un groupe commutatif;

(EA\{I},T)
est un groupe commutatif;
et T est distributive par rapport a x.

Par conséquent,

(E, x,T) est un corps commutatif.

Dans ce corps :

I'élément nul est I = M (0)

et

Pélément unité est M(v/2).
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