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CONSIGNES :

— La durée de lépreuve est de 4 heures.
— Lépreuve comporte cing exercices indépendants.

— Les exercices peuvent étre traités selon lordre choisi par le candidat.

— LEXERCICEL se rapporte a lanalyse ........... ... i (7.5 pts)
— LEXERCICE2 se rapporte a lanalyse ............ .. ... (2.5 pts)
— LEXERCICES se rapporte aux nombres complexes ...............cooiiiiiieani ... (3.5 pts)
— LEXERCICEA4 se rapporte a larithmétique et aux probabilités ....................... (3 pts)
— LEXERCICES se rapporte aux structures algébriques .............................. (3.5 pts)

Lusage de la calculatrice nest pas autorisé
Lusage de la couleur rouge nest pas autorisé



EXERCICEL : (7.5 points)

Partie I :

On consideére la fonction g définie sur lintervalle |0, +oo[ par :
g(t) = In(t) = (t —1)

Soit x €]0, +o0[—{1}.

On considere la fonction A de la variable réelle ¢ définie sur lintervalle |0, +oo] par :

h(t) = 255 (0~ 12 - g0

1. Montrer que la fonction h est dérivable sur |0, +oo[ et que :

Vt €]0, +oo] ; K (t) = ((j‘(]_(%Q + %) (t—1)

2. En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction h, montrer quil existe un réel § compris entre
x et 1 tel que :
gl) 1
(x —1)? 20

3. Montrer que :

4. En déduire que :
—1 —1
PO
z+1l—|z—1 (z—-12 |z—-1]+2z+1

Partie II :

Soient f la fonction numérique définie sur lintervalle |0, +o0[ par :

) =1

et

rz—1

1 2
v €]0, 1[U]1, +o00] ;  f(x) = ( Il(x))
et (C') la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé

(051, 7)

1. (a) Calculer :
lim f(z) et lim f(x),

x—07T T—+00
puis interpréter graphiquement les résultats obtenus.
(b) Montrer que f est continue au point 1.

2. (a) Montrer que :

Vo €0, 1[U]1, +oo[ ; LWL <1+ 111(1‘)) ( 9() )

x—1 r—1/) \(z—1)2

(b) En déduire que la fonction f est dérivable en 1.
(c) Déterminer léquation de la tangente (") a la courbe (C') au point dabscisse 1.

2



3. (a) Montrer que la fonction f est dérivable sur lintervalle |0, 400 et que :

_2In(x) g(3)

Vo €]0, +oo[—{1} ;  f'(x) z—1 (z—1)2

(b) Montrer que :
In(x)

>0
r—1

Vz €]0,1[U]1, +oo] ;

(c) Montrer que la fonction g est négative sur lintervalle |0, +oo[ puis en déduire le sens de
variation de f sur lintervalle |0, +oo.

4. Montrer que le réel 1 est la seule solution de léquation

flx) =z

sur lintervalle |0, +o0o].
5. Représenter la tangente (7') et la courbe (C') dans le repere

(0;7,7)

6. (a) Soit n € N*. Montrer que léquation f(x) = n admet une solution unique z,, sur lintervalle
10, 1].
(b) Montrer que :
lim z,=0

n—-+o0o

(c) Vérifier que :

puis en déduire :



EXERCICE?2 : (2.5 points)

Soit ¢ une fonction dérivable sur lintervalle [0, 1] telle que sa dérivée ¢ est continue sur cet intervalle.

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a :

n+1

1 1
n pll n
/ z"p(x)dr = (1) —{—/ 2" ((x) — (1)) do
0 0
2. Montrer que :
IM eR*"Vz e [0,1]; |¢'(z)| <M

3. Montrer que :
Ve e0,1] ;5 [e(r) —e()] < M(1 - )

4. En déduire que :
1
lim n/ x"p(x) dr = p(1)
0

n—-+o0o

5. On considere les deux suites (u,) et (v,) définies respectivement, pour tout entier naturel n,

par :
1
t'fl
un:/ n dt
o 1+2t

2
Uy = 2”+1n/ x" arctan(2x) dx
0

et

=

En utilisant le résultat de la question 4., calculer :

lim wu, et lim v,
n—-+00 n—-+oo



EXERCICES : (3.5 points)

Soit :
meC—{1,—i}

Partie I :

On consideére dans lensemble C des nombres complexes léquation suivante dinconnue z :
(Em): 2°=(14+ (1 +9m)z*+ (L4 i)m +im*)z —im* = 0
1. Montrer que les nombres complexes 1 et m sont des solutions de léquation (E,,).

2. En déduire lensemble de solutions de léquation (E,,).

Partie II :

On suppose que :
meC—{—i,i,—1,1} et |m|=1

A.

1. Montrer que :

et

Remarque que :

2. Montrer que :

est un imaginaire pur.

B.

Dans le plan complexe muni dun repere orthonormé direct
(0; 4, 7),

on considere les points A, B, C, E et I daffixes respectives

1. (a) Montrer que :

e—c (m+1
= —1 _—
e—b m—1

E € (BC)

(b) En déduire que :



2.

3.

(a) Montrer que :

(b) En déduire que :

(a) Montrer que :

€e—a

1 m—1
= 3 H)(mﬂ')

(AE) L (BC)

f—c . (m+i
f—a__l(1+im)

(b) En déduire que les points A, E, C' et F' sont cocycliques.



EXERCICEA4 : (3 points)

Partie I :

On considere dans Z X Z léquation :
(E): bx—6y=2
1. Montrer que lensemble des solutions de léquation (E) est :
{(446k,3+5k) /k € Z}
2. Soit (z,y) une solution de léquation (E) et d le plus grand diviseur commun des nombres z et

Y.

(a) Quelles sont les valeurs possibles de d?
(b) Déterminer les couples (x,y) pour lesquels d = 1.

Partie II :

1. Soient n € N, b e N* — {1} et p € N.
On considere lécriture de n dans le systéme de numération de base b :

p
n= E a;b
i=0

avec

Vie{0,...,p}, @ €N, 0<a<b et a,#0
On pose :

p
Sp(n) = Z a;
i=0
la somme des chiffres représentant n dans le systeme de numération de base b.
Montrer que :

Sp(n) =n [b—1]

2. Soit n € N tel que le couple (S5(n),Ss(n)) est une solution de léquation (F) avec Ss(n) et
Se(n) premiers entre eux.

(a) Montrer que :

—
S 3
il

]
SIS

(b) En déduire que :
n =8 [20]

(c) Calculer S5(28) et Sg(28).
(d) Le couple (S5(28), S6(28)) est-il une solution de léquation (£)? Justifier votre réponse.



Partie 111 :

On considere une urne contenant 25 boules numérotées de 1 a 25 et indiscernables au toucher. On
tire successivement et avec remise deux boules de cette urne et on note le couple (x,y) obtenu ou x
est le numéro de la premiere boule tirée et y est le numéro de la deuxieme boule tirée.

Soit V' 1événement : 11 le couple (z,y) obtenu est une solution de léquation (E) z

1. Montrer que la probabilité de lévénement V' est :
p=064.10""

2. On répete cette expérience 10 fois successives en remettant les boules tirées dans lurne apres
chaque tirage.

Calculer la probabilité de la réalisation de lévénement V' exactement deux fois.

(Le développement des calculs nest pas demandé)



EXERCICES : (3.5 points)

On rappelle que (M3(R), 4+, X) est un anneau unitaire non commutatif de zéro la matrice

@]
]
]

O:

o
-]
]

et dunité la matrice

~
I
]
[S—y
@]

Soit :

Pour tout réel x, on pose :

On consideére lensemble :
E={M(z)/x € R}

1. Montrer que E est stable dans (M3(R), x).
2. Soit ¢ lapplication définie de R vers M3(R) par :

VeeR; o(x)=M(x)

(a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R, +) vers (F, X).
(b) En déduire que (E, x) est un groupe commutatif.

3. On prend dans cette question a = 5 et on pose :

> —2= 0 25 24 0
A=(0 1 0] e B=[0 1 0
0 0 5 0 0 25

25

(a) Vérifier que A € E et B € F.

(b) Résoudre dans E léquation :
A5 % X6 — B2026

4. On munit E de la loi de composition interne 7" définie par :
1
V(z,y) € R*; M(x)TM(y)=M | —==x
(2.9) @) Mt) =M (500

(a) Montrer que (F — {I},T) est un groupe commutatif.
(b) Montrer que (E, x,T) est un corps commutatif.

FIN



